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Colloquium Representaties van de draaiingsgroep en de Lorentzgroep 
I. Representaties van eindige groepen 
A.B. Paalman-de Miranda 
Onder een representatie van een groep G verstaan we een homomorfe a·f~ 
beelding M van G op een multiplicatieve groep van niet-singuliere nxn-
matrices. Dus _een afbeelding M van G met de eigenscbap 
Het getal n beet de graad van de representatie. We zullen ons beper-
ken tot matrices waarvan de elementen complexe getallen zijn. 
Als S een niet-singuliere n x n-matrix is, dan kunnen we ui t een repre-
-1 
sentatie M een nieuwe representatie S MS maken, gedefinieerd door 
-1 -1 S MS : g- S M(g)S g~ G. 
Dat dit weer een representatie is volgt uit 
Twee representaties M1 en M2 beten equivalent als er een Sis met 
-1 Ml= S M2S. Notatie: M1N M2 • 
Een representatie M beet uni.tair als iedere matrix M(g) unitair is, 
+ -1 + dus als M(g) = M(g) voor alle g G G. (A is de complex geconjugeerde 
van de getransponeerde matrix van A.) 
Stelling 1. Iedere representatie van een eindige groep is equivalent 
met een uni.tai.re representatie. 
Bewijs. Zij M een representatie van G. 
Stel H = L M+(gJ M(g.). 
g.e G J J 
J 
Dan is H positief definiet bermitiscb 9 daar iedere term het is en H 
is dus te scbrijven als T+T met T triangulair. Tis niet singulier, 
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+ daar H niet singulier is. Verder geldt M (g) H M(g) = H0 
Immers 
'I' L M (gj) M(g.) = H. 
g.~ G J 
J 
De representatie TMT-l is unitair 0 daar 
Zijn ~ en M2 2 representaties van de graad n en m9 dan verstaan we 
onder de directe som ~+M2 de representatie van de graad n+m gegeven 
door 
0 ) . 
Een representatie heet reducibel als zij equivalent is met een directe 
som van representaties van lagere graad,· dus als M(G) als groep van 
lineaire transformaties van een n-dimensionale lineaire 
echte invariante deelruimten Ll en L2 bezit met L = Ll 
n n n n 
Een representatie heet halfreducibel als zij equivalent 
presentatie M van de vorm 
ruimte L twee 
2 n 
+ L • 
n 
is met een re-
M(g) A(g) ) 0 waarbij 
'M2 (g) 
~ (g) 9 A(g) 9 M2 (g) respectievelijk k x k 0 k X (n-k) en (n-k) ,<. (n-k) ma= 
trices zijn voor alle g E.G. 0 < k < n. 
Dus als M(G) een echte invariante deelruimte bezit. 
Stelling 2. Elke half=reducibele representatie van een eindige groep 
is reducibel. 
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Bewijs. Stel M(g) • ( ~ (g) 
-1 Da.n is er volgens sto1 een triangulaire T met T M(g)T unitair. Daar 
=1 N =1 Ten T unita1r zijnv heeft ook M(g) = T M(g)T dezelfde blokvom. 
N ( ~ (g) 
M(g) = 
.0 
N 
A(g) 
,.,, + 
N -1 [N 1=1 ["' ] + ( Ml (g) M(g ) = M(g) = M(g) = N + 
A(g) 
~ + N N Hieruit volgt A(g) = 0 ...._A(g) - 0 ~ M reducibel. 
Dus ook M reducibel. 
Een representatie M heet irredu~ibel als zij niet half reducibel is, 
dus als M(G) geen echte 1nvariante deelruimten heeft. Iedere reducibe-
le representatie van een eindige groep is equivalent met de directe 
som van een aantal irreducibele representaties. 
Voorbeeldo ZiJ O een eindige groep van de orde n met elementen 
~eo•eogn. Stel gi.gk = gk(U• Dan is de afbeelding M gedefinieerd door 
een representatie van G van de graad n. 
M heet de reguliere representatie van G. Het spoor van damatrix 
Stelling 3. Z:1.jn i\ en M2 :lr:red.u@ibele representaties vu een groep G 
11et graden m en l!lp ell7! is er een m x n matrix S ZQ dat Pt\ (g)S = S M2 (g) 
voor alle g~ G clan is of S kwadrat1sch en inverteerbaar (dus ~"' ~) 
of S = o. 
=4= 
Bewijs. Zij L O de deelruimte van L met Sx = O~x EL O • Dan is L 0 
n n · n n 
een invariante deelruimte vo@r ~{G) en dus 
Als L o = 
n 
Als L o = 
n 
Verder is 
Lo= L of Lo= O. 
n n n 
L dan S = O. 
I!. 
0 0 dan is S een~eenduidig. 
S Ln een invar:i.ante deelruimte voor ~ {G) 0 dus S Ln = Lm 
inverteerba:!l'.r. 
en S 
~telling 4 (lemma van S©h-q_r). Als een n >< n-ma:trix S verwisSelbaar is 
met alle matrices van een irreducibele representatie van de graad nu 
dan S = ). I. 
Bewijs. Zij ~ een eigenwaarde van S 0 dan (S~ AI)M(g) = 
S M(g) - }.. IM(g) = M(g)S = M(g) t\ I = M(g) (S- A I). 
Daar s-~J[ n:iet i:nverteerbaar is 0 volgt u:it stelling 3 dat S = >..I. 
_gevolg: Iedere irreducibele representatie van een abelse groep is van 
de graad 1. 
Zij F(G) de verzam.eling van alle comple:xe functies op G. Deze functies 
vormen een n=dime:ns:i.onale lineaire ruimte als n de orde is van G. 
Voer in F{G) een metriek in door te defi.niijren 
Dan geldt 
Stelling 5. Zi.j M een irreducibele uni taire representat~e van G van de 
2 graad m. Dan vormen de m groep functies Mij(g) een orthogonaal stel= 
sel. 
Bewijs. Zij S = L M(g) C M(g-1 ) met C een willekeurige m x m matrixo 
* g"" -11, -1 , 1 * * Dan is M(g }S = L M(g g)C M(g ) = L M(g')C M(g~- g) = S M(g )o 
Uit st.4 volgt dan 
g g' 
L M(g) c M(g-1) ~ ).c1 o 
g 
=5= 
' ' . =·1 - >.. 1 Dus '- 1L· Mil (g)Clj .Mjk(g » - C .ik" 
g vJ 
Kies nu voor C een m:a.trix met c1j = 1 als 1 = ct. u j = p v anders o. 
Dan 
-1 L L: lV~ig) MAk(g ) = 
k g ,~ 
Dus ~Mict(g) I~k(g=l» :::: ~Mi(l!.(g) ~p(g) = id<at(!> J'ik" 
( M·~--!J 'j Miflt/Lkf - m <ll.p ik 0 
Stelling_ 6. Als M1 en wt' twee niet equivalente unitai.re representaties 
zijn 9 dan (Mt~1) "" o. 
Bewijs. Zij S = L M' (g) C iw2(g-1 ) met C willekeurige. m lC n matrix4 
-- g ' 
Dan is -J (g~S = S i2' (g~ 9 dus S = o. 
Kies :nu voor C een nt,a.trix m.et c1 j ,: 1 als 1 = « j =(3 0 ian.ders O. J.)l:l.n 
Is M een repre'e'entati.e van (i 9 da:n wordt :met het 
doeld de gro,ep functiE gedeHnieerd door J (g) 
van de matrix M(g}. 
Eigenschappen: 
kar!kter f 
= L M (g) 
. l ii ]
-,-
van M be-
= spoor 
1°. Equivalente representat:ies hebben dezelfde karakters, daar spoor A= 
=1 
spoor B AB. 
2°. Als g1 en g2 tot dezelfde klasse van G behoren 0 d.w.z. 
dan J (gl) = f (g2). 
Imme.rs 1 (g1 ) = spoc-r.M(g1 ) = 
= spoor M(g2 ) = / (g2). 
,, 
-6= 
o V 3 • r (e) = graad van M. 
4°. Als M en M' 2 niet=.eiquivalente irredu©ibele uni tai.re representa= 
ties zijn. met karakters J en f 'v dan is <J 9 J ') = O. 
Im.m.ers 
I: ll/L O (g} M.'1 (g) = 0 ➔ 2.: L M_. ,o (g) Mk'k(g) = 
1J -~ . k ~1 g g 1v 
0 ~ 2)!g) y, I (g)=O. 
g 
5°. Als M et!,n :i.rredu.t\':::lbele un:i.ta:i.re represen.tatie 1s 9 dan is ("j. 0 ,)=l. 
1 ~ M ( ·i M-~( 'ii' 1 J J --- 1 ~ ' M ( " ( '\ = 
n Lg. ilM. g); . k(! gll ""ii <M~ ik--,.,- n L ,f- ·u. g., ~ g.11 
g l.9k 
1 
m 
Zij nu G een groep met orde n en stel dat r (l) 9 11 (2 ) v ••• een volledig i.rreduc:i.bele 
stel onderli:ng inequ.ivale:nte uni taire/representaties is met karakters 
J. (1) 9 "'fo (2) 0 • • • • 
Stelling r. Is dt, repre.se:nt[a.tie l\A equivalent met de directe som 
i.rredu~ibele representtil1t:ies M1 +"Nt + ••• en. :i.s m. het aantal k met 
Mk r(i) d··· - ('Y y(i), 1 N 9 .a:o.rnl- f'Dr /lo 
(1) M(2) ( ) 
~ewijs. H:et is duideUjk dat V =XM + X + ••• = L m .. Y i • t i 1.f' 
Dus 
van de 
Gevolg 1. De spHtsing vrm M i:n irreduci.bele bestanddelen is eenduidig 
op equi.valenti.e na. 
Gevolg 2. Nodig en veldoen-de voor de equ.ivalent:i.e van de representa-
ties M en ~~) is de gEIH,jkheid van de karakters J in j 1 (rn:i. hangt alleen 
van J en J J. af). 
Stelling 8. De reguliere representatie R bevat elke r<H precies n
1
. 
(i) 2 keer. (no ts de graad van r ) en L :n., = n. 
l. i 1 . 
7 
- <X R • 1i" Bewijs. Ui t stell:ing volgt m..  LI l. 
r UJ i"il (2) Dus R"-'n1 + n2 u· + ••• 
CU graad R = gr.a.ad (nf + ••• ) • ~ 2 + n2 +. •. 
I.h.b. volgt hieruit dater slechts eindig veel irreducibele represen-
taties zijn •. 
Gevolg 1. Zijn r<1> ... 9 r (h) de verschillende irreducibele representa-
ties dan vormen den groep functies r~;) een volledig orthogonaal stel-
sel. 
Gevolg 2. Nodig en voldoende voor irreducibiliteit van een representa-
tie is 
Immers 
= L m 2 = 1 :=> m. =1 P m =O k k 1 k k-/:. i. 
Daar f (g1 ) = X (g2 ) als g1 en g2 i:n dezelfde klasse liggen is J con-
stant op de klassen C19 ••• 9Ck. 
Zij 1 (C!)I) de waarde die 'f, (g) 
aantal elementen van de klasse 
Dan geldt 
voor alle g i;;: C heeft en stel k,, het 
!I '" 
.!. ~1'f'.1 ( ) y j ( ) = J'' _=:), !. ~ k "i (C ) V j (C ) = l . 
n Lr g /' g 1J n L- IJl9 f v f' 'I ij 
g Y=l 
Stelling. Het aanta1 ve:rs<:.::hlllende lnequivalente irreducibele re-
presentaties van een e:i.ndige groep G is gelijk aan het aantal klas-
sen van geconjugeerde elementen in G. 
-1 Bewijs. Zij f een willekeurige klasse functie 9 d.w.z. f(h gh)=f(g), 
r (i) gph E.G. Daar die jk een volledig orthogona$J.l stelsel vormen is 
=8= 
~ 1 ~ i =l 
f (g) = L ©ijk r jk (g) = L-iJ"k @ijk r jk (h gh) = 
ijk 
L L ©ijkr 1 Cg> -;-~ JkJ = L I:. cikk rs~ Cg> : = 
-otp ijk · «fb i -r (3 i 0 k ,, i 
= L f cikk J1 <g). 
i 9 k i 
De karakters J 1 0 i=l 0 ••• 0h vormen dus een volledig orthogonaal stel-
sel in de k=dimensionale ruimte van de klasse functies •.. Dus k=hb 
,. 
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II. Representaties van de draaiingsgroep 
B.R. Damste 
11,1. Inleiding tot oneindige groepen 
Onder een representatie van een topologische groep G verstaan we 
een continue homomorfe afbeelding van G op een mul tiplicatieve gro.ep 
van niet-singuliere lineaire operatoren, die werken op een Euclidische 
ruimte of een separabele Hilbert ruimte, 
We gaan eerst na in hoeverre de theor~e, zoals die voor represen-
taties van eindige groepen is gegeven, is uit te breiden tot represen-
taties van oneindige groepen. 
In het vorige hoofdstuk is veel gebruik gemaakt van het gemiddel-
de /J,(f) over de groep G van een op de .groepselementen g e G gedefinieer-
de functie'f(g). Dus 
(1.1) p., (f) 
waarin n de orde van G voorstelt. 
We kunnen deze functionaal karakteriseren door de volgende eigenschap-
pen: 
(1.2) 
le f(g)> O voor alle gE.G~P,(f)>O. 
2e f(g)e 1 op G ~ JJ,(f) = 1. 
3e De functionaal is invariant t.o.v. translatie, d.w.z.: zij h 
een willekeurig gekozen vast element van G. We definieren 
def 
voor g•G: f 1 (g) = f(gh). Dan is JJ,(f1 ) = ,M,(f). 
Voor discrete oneindige groepen kunnen we proberen een oneindige som 
te definieren die aan (1.2) voldoet, voor de groep van gehele getallen 
bijvoorbeeld 
}A, (f) = lim 
k-+OO 
1 k 
2k+l L f{n) • 
n=-k 
Voor een continue groep zullen we een integraal moeten vinden, b.v. 
voor de draaiingsgroep in het platte vlak: 
2'1C' ' 
P,(f) = ~ 1 f(f)d<p • 
0 
~10= 
De bewijzen ui t hfdst. lC zullen dan alleen geldig blijven voor die 
fum:~ties f wa.:arvoor de som resp. integraal ~onvergeert. 
Ad stelling 1 (pag.U :. JB'.et bewijs loopt precies zo als we H defini~ren 
in overee;nstemming met (1.1) ,i dus als 
1 H = ~ 
Dan hebben we voor een element van de matrix H~ 
(1.3) 
waarin m de graad van de representatie voorsteltq Zo krijgen we 
* Stelling 1 • Een represen.tatie M van. een oneindige groep is·aequiva-
lent met een unitai.re represe:ntatie als de functionaal (1.3) voor 
alle q 9 r.E m z:ln heeft. 
Ad stelUng 2 (p?.,g.2): Het bewijs berust op stelling. lp en een aequi-
valente stelling geldt · dus :rr.et de beperk:Lng van stelling 1 *. 
Zo is bijvoorbeeld de representatie van de optelgroep van gehele ge-
tallen 
niet reduicibeL 
Ad stelling 3 (pag.3): Deze geldt ook voor oneindige groepen 
Ad stelling 'L_(,pag.4): Het lemma van S©hur geldt ook voor-oneindig~ 
groepen. 
Ad stell:l.ng 5 (p~g.•4): Het :i.:nw113ndig product kunnen we aangeven als: 
Stellin.g 5 geldt d~,:n als de matrixelementen zodanig zijn da.t 
)A,(Miot Mkp) zin hree:ft. 
Ad stelling 6 (pagoB},: Een. a_rmloge opmerking 81,ls voor stelling 5 geldt 
ook hier. 
Ad stelling 7' (p:ag.6): Na h·et vo•orgaande zijn de hier geldende be-. 
perkingen duidelijk. 
,. 
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Voor eindige groepen geldt dat we iedere functie f(g) kunnen schrijven 
als lineaire combinatie van matrixelementen van de op de canonische 
vorm gebrachte reguliere representatie (pag.7. Gevolg 1). 
Voor compacte topologische groepen geldt het volgende aequivalent, dat 
we niet bewijzen (de groep van draaiingen om een vast punt in R3 is 
zo'n groep). 
Stelling II.1. (Peter-Weyl): 
Zij Geen compacte topologische groep met aftelbare basis. Dan vormen 
de matrixelementen van alle irreducibele unitaire representaties samen 
2 
een volledige orthogonale basis in de L van op G gedefinieerde func-
ties f(g). 
Voor de draaiingsgroep hebben we nogde volgende 
Stelling II.2. Zij T(g) een unitaire representatie van de draaiings-
groep Gin een separabele Hilbert ruimte R, Dan zijn er onderling or-
thogonale eindig dimensionale deelruimten Ric R zodanig dat 
R = R1e> R2 EB ••• 
T(g) R1 = Ri voor aUe g E G 
T(g) is in Ri irreducibel 
(i=l, 2, ••• ) 
(i=l,2,., .) • 
II.2. Draaiingen om een vast punt. in het platte vlak 
Deze vormen een oneindige Abelse groep. 
Uit het lemma van Schur volgt dan (vergl. pag.4) dat iedere represen-
tatie de graad 1 heeft. Het karakter van de representatie wordt dus 
gegeven door de getalwaarden van de aan iedere rotatie toegevoegde 
operator, Zijn ~ enyr hoeken waarover gedraaid wordt, dan is dus, 
wegens T(<p)T(Y') = T(<p+ if), 
We differenti~ren naary,t en zetten daarna tf'= o. 
/, ('f') ~' (0) = '' (tp) • 
Dus f ('f) = exp(<p J' (0)). 
=12-
Nu noemen we 
m def i 1,, (0) 
de index van de rep re sen ta t:i e • 
We schrijven dan 
{2.1) 
Representaties met verschillende lndi©es zijn niet aequivalent. 
Opdat de representati.e e,enwaardig is 9 moet kennelijk m een geheel 
getal zijn. Alle ee:nwaardige irredu<eibele unit.a.ire representaties 
worden dus gegeven door 
(2.2) '.r ('rn" -- e-·imq> · 0 1 2 " ill y!J (rrt: o.:!:, D.:!:, D•••I• 
Stelling U .1 zegt da.n d:at het stelsel (2 .2) een voll.edige ortho-
gonale basis {Y(f/')} ·vormt i.n de L2 van op (0 9 27t] gedefinieerd:e 
?. 
functies. Iedere .f E. .L"' :Ls dus te schrijven als een Fourier reeks: 
waarin 
00 
f (<p) = 2:. fa'v(f yr) yr(<(') 
k==ro 
- 1 2~ 
fo (f 'f) =- 2 71i f f ( <p) 'f (<p) d cp • 0 
II.3. Draaiingen om een vast punt jn R3 
II.3.1. De b:ij een draaiing behoi."ende matrh:. Geconjugeerde draai-
~. 
... ➔ 
Beschouw twee vectoren x en yin R3 • Door de rotat:te g gaan ze over 
i.n resp. ~ en gy. De draaiing verandert tto©h hun le:ngte, noch de 
stand die ze t.o.v. elkaai:r in.nem.en. Het inwendig product is dus in-
+ .... 
_ variant, d. w .z. {g2t ,;gy) ::: (K 0y, o dus 
L x. Y "" L g·1 kxkgimym • 
·" .i 1. i k ,., . 1 . D 
'!', 
r•.· 
" 
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Dus 
of 
(3 .1) T g g = I. 
Een matrix g waarvoor dit geldt heet orthogonaal. 
Uit (3.1) volgt 
T -1 g = g 
Verder: (Det g)~ = 1. 
Dus Det g = + 1. 
Aangezien de draaiing over een hoek O om de z~as de determinant 1 
heeft en de determinant een continue functie van de draaiing is (dit 
ziet men bijvoorbeeld aan de paramete:nroorstelling van Euler, zie 
verder) is het duideHjk dat alle draaiingen een matrix met determi-
nant 1 hebben. Omgekeerd stellenin de reele R3 alle unitaire matri-
ces met det.+1 draaiingen voor. TransformatieS met determinant -1 
zijn geen echte draaiingen. 
We stellen een draaiing nu voor door C_..(c<) waarin keen eenheids-
k 
vector voorstelt langs de draaiingsas~ en~ de hoek waarover ge-
draaid wordt (0$~S~). Laat g een willekeurige andere draaiing zijn, 
,+ ~ I die de eenheidsvectoren transformeert volgens gei = ei 
Als nu 
dan 
van 
zijn ~ («1 ) en Ck(:) geconjugeerde draaiingen •. Was de matrix 
c.(~) ih de basis e. gegeven als (a . .) dan vinden we: 
K 1 1J 
-1 ... , 
= gG., (e1.) g e . 
k J 
+ 
= g'l(«)ej 
= gL a . . --:. 
i 1J 1 
~ +• 
= l- a. oe .. i 1J J. 
Dus~· (~1 ) heeft in de 1 
.. , 
basis e. 
l. 
dezelfde matrix als Ck(«) in de 
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➔ +, basis e .• Dan moet «1 = oc 9 terw:ijl k1 in de basis ei dezelfde cotlrdi-1 - + -+ . 
naten moet hebben als kin de basis e .• 
+! Wegens e. 
J 
.... 
= ge. moet dus ook 
J 
We vinden dus: 
1 
II.3.2. Parametervoorstellingen van draaiingen 
We kennen al de voorstelling C.,.(«). Verdet' hebben we nog nodig: 
k 
.... 
A: Iedere draaiing van R3 kan worden voorgesteld door een vector f, 
-gelegen l:angs de draa:i:ingsas. Daarbij is de rich ting van f zoda-
nig dat voor de hoek <p waarover gedraaid wordt geldt: o, <p~it". 
Voor de lengte van 1 geldt: I fl= 'f' • 
Zo i's dus iedere draa:i:ing voor te stellen als een punt van de 
massieve bol ': + r: + r ! ~ 7C2 , waarbij diametraal tegenover 
elkaar op het oppervlak van de bol gelegen punten dezelfde draai-
-'IP 
ing voorstellen. Notat:i!: g = g(f). Voor de representatie T(g) 
schr:i.jven we dan ook rr<p. 
B: de parrun.etervoorstelling van :Euler. 
Laat het xyz stelsel door de draaiing g overgaan in t "1. t. 
~ \ ·~ 
De snijlijn k van het 11l 
lijn. 
\e 
het xy vlak noemen we de knoop-
'lee 
We d~aaien eerst om de z-as over 
een hoek '{' 1 : xyz ➔ x' y' z ' , waarin 
z ' :=z • De bi jb~hQ,l'~~d~ . matrix is 
( 
cos 'f'1 
sin <p1 
0 
Vervolgens draaien we om de x-as 
,. 
ov~r een hoek 8: x'y'z' ➔ x"y"z". 
De bijbehorende matrix is 
0 0~ 
cos e -sine 
sin,9 cos · · 
Tenslotte draaien we om de z-as 
over een hoek t 2 : 
x"y"z"-P [11~• 
De bi.jbehorende matrix is 
( cos 'P2 -l?in fl2 0 ) sin y>2 cos 'f'2 0 
0 0 1 
Voor de draaii.ng g vinden we dan de matrix 
of 
(3.2) g(f 1,89<p2) = 
( 
cos 'f>1COS 'P2-sin <f1sin 'f2C:OS 0~= 
cos 'P1Sin 'f2+sin l'f1COS 'P2COS s,-
sin q,lsin 0 ) 
,, 
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Uit de constructie zien we dat we kunnen volstaan met 
Voor 9=0 of 0=1" zijn meerdere scchrijfwijzen voor g mogelijk: 
g(f1,0•f2) = g(f1-~,09~2+~) 
g(q,1 ,1C,f2) = g(<pl +cC/1&'9 <p 2+Cl) •. 
II . 3. 3. De functionaal µ. (f) voor de draaiingsgro:gp 
f(f1 ,8 9 f 2) stelt een eenwaardige functie voor 9 gedefinieerd op de ele.,. 
menten van de draaiingsgroep. We beweren dat de functionaal 
(3 .3) 
voldoet aan de eisen (1.2). 
(We schrijven ook: jJl(f) = f f (g) dg). 
Dat p, (f) vol_doet a.an de onder 1 e en 2e genoemde eisen is duidelijk. 
Wat de onder 3e genoemde eis betreft: We merken op dat de rechter 
kolom van (3.2) juist de co~rdinaten van~ geeft in het xyz stelsel, 
d.w.z. (_::: :: ::: : ) . 
cos 0 
Deze zijn onafhankelijk van cp 1 . 
We kunnen dus <p2 - fen 0 opvatten als bolcoordinaten op de eenheids-
bol. Dan is het duidelijk dat 9 als d~ het elementaire oppervlak op 
· die bol voorstel t, 
(4t) 
Wegens de periodici tei t van f als functie van f 1 geldt dan ook 
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e Uit (*)en(* ff) samen volgt dan juist de 3 voorwaarde van (1.2). 
II.3.4. Voorbeeld van een representatie van de graad 2: de unimodu-
laire groep 
2 2 2 Beschouw de bol x +y +z =¼.Dan cor-
respondeert met het punt P(x,y,z) op 
de bol, door stereografische projectie 
vanuit de noordpool Nop h~t raakvlak 
aan de zuidpool 9 het punt <l, 11) met 
1 X y - i-.:- ,n - r-:-. We rekenen verder - ~-z 9 ·l - "2"-z 
t r d~f ~ . x+iy ui· t 2 2 me .) 2 +i 11 = ~z • x +y = ¼-z
2 
vol gt ook: ~ - ½+z 
.> - x-iy 
Het is duidelijk dat een rotatie van de bol over een hoek 
in het \ vlak de transformat:ie 
(3 .4) 
ten gevolge heeft. 
om de z-as 
Een analoge beschouwing geldt voor een draaiing over een hoek 8 van de 
bol om zijn x-as. Namelijk: in het complexe «A> vlak, waarvoor geldt 
y+iz 
(IJ = --y--
~-x o 
correspondeert met deze draaiing de transformatie 
(3 .5) I i0 W =We • 
Enig gereken ~eeft de relaties 
{ (Al +i t (d-i = (3.6) ~·+i 
r' ;;;--•-i = . 
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Lotisen we uit (306) '41 en w 'op, dan geeft dit samen met (3.5), na 
enig gereken 
(3 0 7) 
e e t cos 2 + 1 sin 2 r· =-----. 
1 .. . 9 9 l sin 2 + cos 2 
We hel)ben dus corres,p.onderende met-een dnattag omde z-aa over.de 
hoek t de transtormatie (3.4), die ook te schrijven is als 
if 
(3 • 8) t I = t,e p 
~1; 
e 
terwij,l we voor een d:raating om de x-as over Gen hoek 8 de- correspon-
derenqe t~ans-formatie (3/7) v±ilden. Beide zi-Jn van de vorm 
(3 .9) 
welke geb-roken -lineai·r.e transfo:matie geheel bepaatd -1$ door de ma-
trices 
(3 .10) ( 
Qt p ) (-6<. -~ ) I ,1 ot -t _J' 
met determinant l. 
Men ziet gemakkelijk in dat het product van twee transformaties van 
het type (3.9) weer een de:egelijke transformatie is 0 waarvan de ma-. 
trix gelijk is aan het pl"Odu.ct van de bij de samenstellende trans-
formaties behorende matrices. 
Met een rotatie gp waarvan de Eulerse parameters zijn<p1 ,e,<p2 , cor-
respondeert danhet matrix-product 
( e f2 1-2 0 cos! 194n! 2 2 e e sin 2 cos _2 0 f1 -i -2 e 
zoals men ziet uit (3.7) en (3.8). 
Dus 
(3.11) T(g) = 
Dit is een unitaire 2X2 matrix met determinant 1, omdat alle facto-
ren in het matri:x:product deze eigenschappen hebben, 
Omgekeerd correspondeert met iedere uni taire 2 lC 2- ma1;:rix met. deter-
minant 1 een draaiing. 
Een dergelijke matrix moet nl. de vorm 
(3 .12) C-~ : ) 
hebben 9 waarin f«l 2+1pj 2 = 1. 
Vergelijken we deze met (3.11) dan zien we dat de matrix (3.12) cor-
respondeert met een draaiing waarvan de Eulerse parameters ~ijn ge-
karakteriseerd door: 
cos ~ = I ct I 2 
sin I = l (3 I 
We zagen dat we de met (3.9) corresponderende matrix op twee manieren 
konden schrijven (3.10). Met iedere draaiing corresponderen dus twee 
uni taire 2 X 2 matrices met determinant +1. Di t :ls ook duidelijk: 
Beschouw de rotatie over een hoek Cf om de z-as., De h!ermee correspon-
derende matrices zijn 
=20= 
i !l 2 
+e ([) 
=i !I. 2 
0 +e 
Want bi.j cont:lnue draaiing van f =0 tot <p=2?: blijkt dat er twee een-
heidsmatrices zijn: 
( +1 0) 0 .:tl . 
Deze representati.e is dus essenti.eel tweewaardig. 
Als we zetten «= a1+:i.b29 ~= b1+ib20 zien we dat de draaiingsgroep 
wordt afgebeeld op het oppervlak van de vierdimensionale bol 
2 2 2 2 
a1 + a2 + b1 + b2 = 1. Hierbij wordt een rotatie afgebeeld op twee 
punten op de bol 9 die t.o.v. de oorsprong gespiegeld liggen. 
II.3.5. Infinitesimale draaiingen en de ermee corresponderende matrices 
In het volgende stelt Teen unitaire representatie van de draaiings-
groep voor. We nemen rle parametervoorstelli.ng A ui.t II.3.2 (pag.14). 
+ 
Dan kan bewezen worden dat T()) een differentieerbare functie is van 
1ivf2 en f3 • (Zie het artik•el van I.M. Gel'fand en Z.Ya Shapiro (A.M,S. 
Translations Series 2 9 vol.2) appendix§ 2 (p.235) of: M.A. Naimark: 
Les representations du groupie de Lorentz, Ch.2, § 2,1). 
Aangezien T(0 9 0p0) = I hebben we de volgende Taylorontwikkeling: 
(3.13) 
met 
De matrix A1 kunne:n weals volgt interpreteren~ 
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De matrix die is toegevoegd aan een kleine draaiing) 1 om de x-as is 
dus op hogere ordetermen na bepaald door A1 • 
Analoog voor 12 P y=as P A2 
en 13 v z=·B,~ 1 A3 • 
We hebben nu.de volgende 
Stelling lI.3. Zijn de matrices Ak (k=l,2 9 3) gegeven, dan ligt voor 
iedere draaiing g(r) de matrix T<Y> vast. (M.a.w.: de matrices Ak be-
palen de representatie T(g) volledig). 
-P 
Bewijs: Neem een w:illekeurige vector f ~ 0 en beschouw twee rota ties 
-+ .... 
g(tp en g(sp (t en s re~el). Dan geldt 
... + + 
g((t+s)f) = g(tt)g(s)). 
Dus ook 
..... + -,.. 
T((t+s))) = T(tf)T(s)). 
We differentieren :nu beide zijden naar sen stellen dan s=O 
(3 .14) d -+ d ..... I dt T(t¥) = T(t)) ds T(s1) s=O. 
Verder is volgens (3.13) 
+ 
T(sl) = I + s 
dus 
Bovendien hebben we T(O) = I. 
Samen met (3.J.4) levert dit 
{ 
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De oplossing is 
Hierui t volgt 
(3.15) 
waarmee het gestelde is bewezen. 
Toepassing: Uit formule 2.1 zien we dat voor een representatie met 
index m van de groep van draaiingen in het platte vlak geldt: 
A11J 
A = -imp T(cp) = e T • 
We gaan nu relaties tussen de matrices A. afleiden. Daartoe beschouwen 
~ 1 
we een rotatie g (~)v waarvan we de matrix g noemen. 
0 0 
Verder nemen we een willekeurige rotatie g. Dan volgt uit II.3.1 (pagi3-
14 ): 
➔ Als '1. door de rotatie g overgaa:t in 
gaat de matrix g over in 
0 
N N 
➔ Al tV :-t, die bi j "VI hoort • (D. w. z • g = g (-vi.)) • 
L O 0 
Voor de repr~sentatie T geldt dan: 
(3.16) N -1 T(g) = T(g) T(g )T(g ). 
0 0 
Is nu g
0 
(en daa:nnee g
0
) een kleine draaiing 9 dan geldt volgens (3.13) 
T(g ) = ]' +Z::: A. 11,. + • 0 • 0 1 J. 
fiy 
+ r: N T(g) = X A.'>'!. + ... 0 1 ]. 
,, 
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Invullen hiervan in (3.16) geef, 
E ,v ~ . . L . -1 Jr + . A; "l'I • + • • • . T(g) (I + A. ,vi_. + •.• ·• )_T(g ·). 1 ·i 1 · · 1 -, 1 
Gelijkste11e:n varo. d,a eerste orde te.rmen links en re.chts levert (dit 
kunn,en we doen o:mdat he,t in beide gevallen dezelfde draaiing betreft, 
echter in •sen ander cotsrdj.natensteli;el) 
(3.17) '""" -,,1 ' "' T(g) LA. '>J. 'r(g ) =LA., i. 
1 1 1 
N 
.... 
. ·Deze rela tie -veranded; nie-t als -we 11, en 11 iedfr met een zelfde getal 
vermenigvuldigenp dus we hoeven. nu .de draaiingen -niet meer.klein.te 
veronderstelle:n. 
Laat nu g een draaiing z.ijn om de x-as over een kleine hoek. Q(, d.w.z. 
➔ 
g = g(!lt 0 0 9 0) v en la.at 'YI, de vector (0 91 9 0) zijn~ Pan krijgen we · •· 
We hebben dus 
T(g) =' JI 
-1 T(g ) = 
(3 .18) 
LAi~i 
L N 
. ·\ 'l'l1 
N 
➔ 
"l, = (0 9 1 9 ac,) • 
+ A « 1 + 
0(11(~) 
At 2 I = + O(ct ) 
= A2 
= A2 + ct A3 • 
Substi tueren we (3 ,18) in (3.,17) en stell-en we links en, rech-ts de 
coE!ffiGi.enten van °' gelijk dan krijgen we. 
Door cyclische verwi.sse.:t,i;f:ng ltrijge:n:·. we nog ,twee, derg.eli-.jke.: relaties. 
We defini~ren de 4:.lOD.mutator van twee operatoren P enQ: 
Dan geldt 
. I 
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(3 .19) [ .A 0A] = A (p 0 q 0 r ieyclische permutatie van 1,2,3). p q r 
We hebben hier nog niet geeist dat T(g) een unitaire representatie is! 
Dus volgens (3.13): 
De coefficient van 2l in het linkerlid moet =O zijn: 
(3.20) 
en analoog voor A2 en A3 • 
We definieren nu 
(3.21) H def A k i k 
Hk is dan hermitisch 0 en de verwisselingsrelaties (3.19) warden 
(3.22) (p 0 q,r cyclische permutatie van 1,2,3). 
+ def -:f!Hk } k 
Dit is een nodige voorwaarde opdat T()) = e een unitaire re-
presentatie van de draaiingsgroep voorstelt. Later zal blijken dat de 
voorwaarde ook voldoende :is. We gaan nu proberen alle tripels van her-
mitische operatoren te vinden die aan (3.22) voldoen, 
II.3.6. De ei.genvectoren van H3 • Irreducibele representaties van de 
draaiingsgroep. 
Stel dat we matrices H hebben gevonden die aan (3.22) voldoen. In 
i 
plaats van deze matrices beschouwen we verder. H ,H en H3 , die als + -
volgt gedefinieerd zijn: 
! 
H = Hl + iH2 + 
(3.23) H = Hl - iH 2 
H3 H3 
Samel!ll met (3.21) l,evert dit voor de A.: 
l. 
{ Al i E( i H = -= 2 -· + 2 = (3.24) A2 1 H 1 H = = += 2 + 2 -
A3 = = iH«. 
.., 
De verwisselingsrelaties voor H+ 9 H en H3 zijn 
[H+·»H3 ] = ··H + 
(3.25) [H_ ?H3 ] =: H -
[H+»H_] = 2H 3 
We hebben p.u de volgende 
Stelling II.~. Zij f een eigenvector van H3 bij de eigenwaarde A-, 
verder f def Hf 
+ + 
f d~f Hf. 
Dan geldt: Off+= 0 
of il f = (A+lH _,__ 
3 + ' 
en off = 0 
Bewijs: (X+l)f • 
+ 
. De bewering over f wordt an:aloog bewezen. 
H3 is herm:i ti.sch, de eigenwaarden zijn dus reeeL Laa._t .j de .gr:ootste 
van deze ei genwaarden z.i jn 9 f . een genormeerde eigenvector. van H3 br., J . . 
de eigenwaarde j. 
Dus 
Als H f. I= Ov dan zett,en we 
- J 
-Cl.> 0. 
J 
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Zo gaan we verder: 
H f . 1 = «. lf. 2 met (f. 29f. 2) 
- J= J-· J- J- J-
H f. 2 = l:l!. 2f. 3 met (f. 3 9 f . 3) 
- J- J- J- J- J-· 
Stelling II.4 is 'dan 
= (j=l)f el 
,J= 
= (j-=2)f. 2 • J-
= 1~ Ol.j-1 > 0 
= 1, (){. 2> o. J-
De matrix H3 heeft maar eindig veel eigenwaarden, dus volgens de 
stelling moet voor een ze~ere index k gelden 
We hebben nu dus een orthonormaal stelsel eigenvectoren van H3 gevon-
den zodanig dat 
(3.26) { 
H3 f = m.f (m=j v j·-1, ••• 9 k) m m. 
H f = lb( f ( . . 1 k" :met "' d~f 0 
- m m m-1 m=J, J- v•••v 1 ~k • 
Volgens stelling II.4 moet, omdat j de grootste eigenwaarde van H3 is, 
gelden 
(3 .27) Hf.= O. 
+ J 
We kijken nu wat H doet met de andere 
+ 
vectoren f : 
m 
Hf. l = JL H Hf. 
+ J- m- + - J = ..!_ [H ,H ] f. + H H f .• «. + - J - + J 
J J 
Met behulp van (3.25) en (3.27) vinden we hieruit: 
Defini~ren we 
2· 
cad dan hebben we 
fl(j 
=27-
Stel dat voor n=j-1 vj=2 u an 9 m+l al is bewezen 
3a (Hf =a f ). 
~n+l + n l~n+l n+l 
Voor n=m vinden we dan 
l Il f_ = --H Hf l 
+- m ~ 1 + - m+ m+ 
= --_2 - H f + Pm+2 H f 
0( 1 3 m+l ot 1 · - m+2 m+ m+ 
f l . 
c<m+l m+ 
2 <m+l)+/Sm+2ctm+2 
= 
d f 2(m+l)+p 2« 2 W d f · · ,. a e m+ m+ h bb d e e 1n1.,,ren nu ,- m+l = • . . o( . , en we e ea us· gevon.,. -
den dat uit de inducti.everonderst~!!ing volgt: 
Voor de coefficienten ram geldt: 
(3 ,28) { Pj+l def O (in overeenstern.ming met .(3.,27)) 2m+Pm+lctm+l 
-- ~-----
We gaan c! en a berekenen. 
m rm 
Ui. t (3 .23) volgt 
Dus 
of 
Ht= H 
+ 
(Hf 1 ~f) = (f 1 uH f) + m- m m= = m 
m (f uf) = ~ (f 1 ~f 1). rm. m m m m·= m-
(m=j pj-1, ••• ,k+l). _ 
-28= 
Omda t f en f .,, genorm.eerd zi jn. hebben we dus 
m m= ... 
(3 .29) 
Samen met (3.28) levert dit 
2 2 
,.,, - "" = 2m. 
""m ""m+l 
Optelling van deze relaties voor de indices jpj=l 9 j-2v> •• ,m geeft 
2 2 
-ot.j+l + C(m = 2j+2(j-l1+2(j-2)+ ••• +2m 
= (m+j)(j-m+l). 
Wegens (3.29) en (3u28) is ot.. 1 = o, dus J+ 
(3 .30) ~ 2 = (j+m)(j-m+l). 
m 
We weten dat Olk= 0 (3.26). 
Uit (3.30) komt voor m=k: 
(j+k)(j-k+l) = O. 
Nu is k ~ j » dus j-k+l >O. 
Dus moet 
(3.31) k=-j. 
Verder was j-k het aantal stappen dat we hebben gedaan om, door steeds 
de opera tor H _ toe. te pas·sen » van fj te komen tot fk 9 d. w. z • 
fkN H j-kf .• Dus j=k is een geheel getal. Samen met (3.31) levert dit 
- J 
het resultaat d:at 2j geheel isD dus j is een geheel of een "half" ge-
tal. 
Het aantal gevonden vect:o:ren f is dan 2j+1. We beweren niet dat dit 
m 
_al_le eigenvectoren van H3 zi.jn. We hebben slechts 9 ui tgaande van de 
grootste eigenwaarde j 9 2j+l eigenvectoren gevonden behorend bij de 
eigenwaarden j,j=1 9 j=2 9 ••• ,=j. 
Laat nu T(g) een irreducibele representatie zijn van de draaiingsgroep, 
werkend op de ruimte R. Dan is er geen deelruimte R1 c R zodanig dat 
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anders zou wegens (3.15) ook 
'.r(g)Rl ¥, Rl 9 dus ZOU T(g) in R reducibel zijn .. 
Voor de ruimte R2 , opgespannen door 
(3.32) 
geldt echter 
dus ook 
f_ •Pf • 1. D f • 2 P • • o pf. ·,1 J J- J- -d 
AR CR i 2- 2 
Uit de voorgaande bes~houwing volgt dan dat 
We noemen de basis (3 .32) de ('.!Ja,nonische basis· voor R, het getal j 
noemen we het gewicht van de representatie. · Voo_r de v-e,ctoren ·van de 
canonische basis gelden de relaties 
! 
H f = et f 
= i/cj+m)(j-m+l) + :m m+l :m+l O(m 
(3.33) H f = ct f 
·- m m m~·l j,j-1,j-2, ••• ,-j m = . 
H3fm = m f m 
Voor de operatoren A. vi:nden we uit (3.24) en (3.33): 
1. 
A1 f:m -· - ½ ✓{j+m+l) (j-m) fm+l - ½ ✓(j+m) (j-m+l) fm.:..l 
(3 ,34) A2 fm = - ½ V{j+m+l) (j-m)fm+l + ½ VU+m) (j-m+l)fm-l 
A f = -imf 3 m m 
We hebben dus bewezen de volge~:ie 
Stelli:r:.g Il.5. Iedere irredu(';ibele unitaire rep;resentatie van de 
draaiingsgroep is gedefinieerd door een geheel of "half" getal j, 
dat we het g;ewic_!lt van de representatie noemen, De met infini tesi-
. · male draaiingen correspcnderende transformaties A. (i=l ,2 ,3) die de 
]. 
representatie bepalen volgens (3.15) worden, in de canonische basis 
uitgedrukt, gedef.inieard door (3.31). De graad van de representatie 
is dus 2j+l. · 
We hebben helemaal ni.et bewezen dater dergelijke represenfaties be-
staan.,We hebben alleen nc:-cdz:s;.kelijke vo~rwaarden verkregen. Wel 
tonen we aan: 
"'P 
Stelling n .6. Als 'f(~) een reprr;sentatie :is van de draaiingsgroep, 
gedefini~erd door (3.15), waar:i.n d•e cperatoren Ak voldoen aan (3.31), 
darr. is deze represent.;;.t.te irredu~ibel . 
. ~ewijs: Laat R de ruimt.e zi.jn wa1:,;.Top 'T(r» werkt. Stel 
3 R1 (R1 C R, H _,_ R1 ~ R1 9 H_ R1 s; I\, H:li £ R1 ), In R1 heeft H3 een eigen-
vector h, behorend b.ij d'8 groc•·!·<:?te ei ge~wf.;!,ar-de van H3 in R1 • Deze 
._ is. te schrijven als 
(3.35) 
. Volgens stelling n .4 geldt dar,: 
Pus 
H h = 0, 
+ 
De vectorer.. f zijn onafhankel:ijk, dus ir:oet 
m 
C Cl = 0 (m::::j 9 j--1., j-2 0 ,, , ,";'.i), m m+l 
Voor m<j is o! • -/:. 0, dus meet!.; = 0 vcor m<j, 
m+~ m 
Dus (3.35) wordt 
, 
h - ,::; .f., 
J J 
We zien dus da:t f j 6 R1 • 
Dan ook volgens veronderstelling 
Hf.GR1 
- J 
2 Hf .e.R1 
- J 
d,w,z. f.,f. 19 f. 2 p,, 09 f .E.R1 • J J- J- -J 
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Dus R1 = R9 waarmee het gestelde is bewezen. 
Tevens blijkt uit dit bewijs: 
Stelling U. 7: De ruimte R waarin een iri'~d'UC.ibele ,unita:i.~ .>J'ep;resen-
tatie T(g) van de draaiingsgroep werkt.be-vat 'een en slechts een vec1;~r-
f (op scalaire veelvouden na) zodariig dat Hf= 0, 
+ 
Dit is namelijk de vector f .. 
J 
II.3.7, Splitsing van ~en unita:i,re representat;i.e in irredu9ibele delen 
• Als een unitaire representatie T(}) op de ruimte R is gegeven, dan ken-
i:)T t ) . nen we ook Ak = ~~- #~ .. (k=l,2,.3 , dus ook H+;H_ en.:H3 .• Het st~lsel 
. -lk J-0 . 
vectoren f .,f. 1 ,.,.,f . spant, als T reducibel is; .een.invariante .. J J- -J . 
deelruimte R
0 
CR op. Het orthogonale complement R~ v_an R,
0 
· is dan ook 
invariant t .o.v. de transformati-es H+,H- en H3 • In R~ kunnen ~-- dan de 
grootste eigenwaarde jl van H3 zoeken en zo de rij vectoren 
f j , f j 
1 
_ 1 , ..• , f _ j 
1 
cons trueren 9 d,:i. e same:q . eenr..:t:a~m.t~.:R1 ~Ii: ~sp~n .. 
Di t proces zetten we voort tot- R helemaal is. geSpl±tst, ·,we· -kunU:ett- dus 
concluderen: 
Laat een. unitaire re.presenta'tie 
van de rotatie_groep zijl).:gegeven. 
·nan is er een orthon.orm.ale basis 
in Rte vinde:n zodanig dat de A-=. 
. . k 
matrices Ak (k=l 9 2 9 3) nevens taa.nde 
vorm hebben, waar:in de matrices 
A~p) er- ads- v-0-ligt ui tzien . (verg. 
(3 .34).. D6 nummeri.ng van rijen en 
A (0) 
k· 
A(l) 
k 
A(2) 
k_ (3.36j 
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kolommen van de matrices loopt van -j tot j ): p p 
· (3 .37) A(p) = 
1 
(3 .38) 
(3.39) A(p) = 
3 
1 
! . . 
0 « . 1 
=J + p 
~ . 
-J +i 0 p 
o., 
~-j +2 
p 
0 
0 - - - - - - - - - - - -
0 - - - - - - - - - - - - - -
0 
e<_j +l 
p 
-0! 
-j +1 p 
0 
0 
-« .. 2 
-J + p 
-0 - - - - - - - - ~ 
ii( • 2 
-J + p 
0 
- - - - - - - -o 
0 - - - - - - - - - - - - - - -
0 
0 
0 = = 
0 - = 
I() 
:i (j =l) p 
I() 
o = - - - - - - -~o 
0 = - - - = - - - - -o 
i(j =2) = - - = - - - - 0 p 
- = - - - -i(j -u p 
waarin 0( 
m 
= ✓(j +m) (j -m+l). p p 
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Om de splitsing ook werkelijk uit te voeren beschouwen we eerst H. 
+ 
H f = O ~ f = c1 f . + c2f. + c3f . + ••• + Jl J2 J3 
In het bijzonder geldt voor f. ~ 
Jl 
We gaan nu als volgt te werk: 
dat Hf. =O, terwijl boven-
+ Ji 
Zoek in .C ee~ volledig orth_onorm.aal stelsel eigenvectoren van H3• 
Uitgaande van ieder van deze vectoren f. construeren we de vectoren 
2 . 2jk . Jk H f . 0 H .. f . 9 ••• ~H f . 0 die samen met' f . ·bet deel- van de ·basis 
- Jk - Jk = Jk Jk 
leveren dat een invariante deelruimte opspant. 
Dus: 
Gegeven een representatie. Deze is te·splitsen in irreduci-
bele representaties met zodanige gewichten j, dat er. .. Simul tane. op-
lossingen zi.jn van 
(3 .40) 
De representatie met het gewi.cht j komt zo vaak voor als er lineair 
onafhankelijke oplossingen zijn van (3.40). 
Als j een meervoudige eigenwaarde is kunnen we deze.lineai.r onafhan-
keli.jke oplossinge_n op vele manieren kiezen. De. ontbinding.• :ta- m.rs · niet 
eenduidig. 
II.3.8 •. Enkele vo.orbeelden: j=OJ). :j,:= ½.o j=l., 
j=O: De :representatie heeft de graad 1. Uit. de formulas (3 .•. 37), 
(3.38) en (3.39) zien we dat A1 , = A2 == A,3 = ·o •. De•/-representatie 
is dus volgens (3.15) 
,, 
,. 
De unitaire representatie van de graad 2 is in II.3.4 gegeven 
(de unimodula:ire groep). We vinden m.b.v. de in U.3.4 .gege-
ven T(q,1 ) en T(6) (zie pag.18) en de definitie van Ak (nl. 
A = ~di I ) : 
k ;) lk r =O 
Al = ½ ( : : ) 43 = ½ ( : _; ) • 
Dit geeft m.b,v. (3.19) 
De matrix A3 heeft hier de vorm (3.39)~ A1 en A2 hebben echter 
niet de vor:m (3.38) resp. (3.40). Kennelijk is de gebruikte 
basis niet de canonische basis. Dan zien we ook: Noemen we de_ 
eigenvectoren van H3 bij de eigenwaarden -½ en ½ res.p. 
e_½(lpO) en e½(0 9 1) dan geldt: 
H e1 = 0 He½ = 
-e½ } i + 2 + = 
maar 
·«½ = l (zie (3 .33)) 
He 1.= 0 H_e½ = =el. 
= ~2 
-2 
De juiste oplossing krijgen we door te nemen 
Door deze eoordi.natentransfo:rmati.e gaan de matrices Ai over in 
resp,: (' 0)(° 1)Co) N ~1 = 1 -!(o :) A = 0 +i ½ ~· 0 -i = 1 2 l 
,v 
= c-1 0) ( 0 -½ ) ( i OJ ½ c: : ) A = 2 0 1 ½ 0 0 =J. 
N 
= C1 0) (½ :) C ~) 1(1 _:) A3 = 
0 i O =- 0 =l, 2 . 0 2 
j = 1: 
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wat in overeenstemming is met (3.38), (3.39), (3.40). In de 
canonisclle basis krijgt de matrix (3.11) de vorm 
(3.41) (. 
t e:x:p(i f2+q>i . 8 ,.-,1 ) cos 
-2-> -i sin 2 exp(i 2 ) 
8 
exp(..;.i 'f2;'P1) 8 ff2+'P1 -]. sin - cos 2 exp(-i 2 ) 2 
De unitaire representatie van de graad 3 is de ·toevoeging aan 
ieder.e draaiing van zijn eigen matrix, want volgens II.3.1 is 
dit een orthogonale matrix met determinant +1, en een orthogo-
nale matrix is in een complexe ruimte unitair. 
H3 heeft hier de vorm 
De eigenwaarden zijn dus -1,0,+1. Nemen we de bijbehorende 
eigenvectoren 
f_l ( {2 i o) = - V2 , 
f = ( 0 0 ' 1 >· 0 
fl =(- i i o) 
- V2 ' 
dan is voldaan aan (3.33) (en uiteraard aan (3.34), zodat we 
hier de canonische basis hebben. 
Volgens (3.37), (3.38) en (3.39) hebben de matrices Ai in 
deze basis uitgedrukt de vorm: 
Al = - ...!_ ( ~ ~ ~ ) V2 0 1 0 
;.(-[ 1 0 ) A2 = 0 1 
-1 0 
0 0 0 ) A3 = 0 0 0 -i 
Men verifieert dan gamakkelijk dat de relaties (3.34) nu ook 
in de nieuwe basis geld:ig zijn. 
Uit (3.15) en (3.39) zien we, dat voor een representatie met 
gewicht j geldt, dat de matrix behorende bij een draaiing over 
een hoek f-om de z-as in de canonische basis de vorm heeft 
e 
ijCp 0 
(3.42) 
Voor het speciale geval j=l v:i.nden we hiervoor 
II.3.9. Bolfuncties 
We gaan · nu voor ie<;lere gehele j ;ill, 0 een irreducibele uni taire 
representatie met gewieht j van de draaiingsgroep construeren. 
➔ ➔ o - ""' + Beschouw de rotatie g1 die x e R3 transformeert in x, dus x' = g1x. 
+ We bekijken functies f(x) = f(x1 ,x2 ,x3), en we definieren 
(3 .43) 
... ,+ We gebruiken hiervoor ook de notatie T(g1)f(x) = f 1 (x). Dan geldt 
Blijkbaar is T(g) dus een representatie van de draaiingsgroep. Nu 
beschouwen we de Hilbertruimte R van functies gedefinieerd op de 
eenheidsbol (dus f(~) = f(0,~)) waarvoor het inwendig product 
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7Ci 2-n-
(fl, f 2) d~f [ £ f1 (9,tp)f2 (9,q>) sin 9 d9 d'f bestaat. Dan is 
(verg. (*) pag~16), 
dus Tis op Reen unitaire representatie. 
We zoeken nu de operatoren op R die corresponderen met infinitesimale 
rotaties van R3 • 
geldt: 
Voor een rotatie g over een hoek « om de z-as 
z 
Om A3 te vinden moeten we dus de coijfficiijnt van~ zoeken in de ont-
wikkeling van T(g ). 
z 
Verder volgt uit (3.43): 
Ontwikkelen hiervan geeft 
T(g )f(8,tp) 
z 
+ ••• 
zodat we vinden 
(3 .44) 
Om A1 te vinden gaan weals volgt te werk: 
gx stel t een draaiing voor om de x-as over een hoek 0( • Dan is A1 de 
coijfficient van «fin de ontwikkeling 
(3.45) 
Nu geldt 
(3.46) 
zodat 
x' = sin 8' cos m'. x' = sin 0' sin m' x' = cos 0' 1 T• 2 Tf 3 
()Xl 
Jll'. 11{=0 
(3 .47) ~x2 I 
.),t. C"-=0 
e!=O 
= cos 0 cos 'fl 
= cos 0 sin cp 
~9' 
= - sin 9 i~ 
Ook weten we uit (3.43): 
Hieruit zien we: 
(3 .48) 
~x' 1 
-~ ct - 0 
o<.=O 
~1 - sin ;)ct m =O 
~0' 
sin 
~Cl( + 111.=0 
ct=O 
9 sin <fl ~ I I ~ ct=O 
0 cos <p £.'LI 
~Ol 
. Ol.=0 
c3x' 3 
<) Ol 
Subs ti tueren we (3 .48) in (3 ,47) en drukken we J.n het resul taat x 2 en 
x3 uit in e en q> dan krijgen we een stelsel vergelijkingen voor 
-- en ae• I 
.}a,. 
e<=O 
c) (./J. I = waarvan de oplossing is: 
;)e1. 0(.=0 
~0'_ I clo<. = sin 'f 
ot=O 
.!2.Sf!.,._ = ctg f> cos 'f. a I 
J« ot =0 
Samen met (3.45) levert dit 
(3.49) A1 = sin<p / 9 + ctg e cos qi }, • 
A2 kunnen we vinden via een dergel:ijke berekening, of sneller door 
'7li f- 2 te nemen i.p.v. o/: 
C3.50) 
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() 
= --cos cp c) 8 
~ 
+ ctg 8 sin Cf> ~<p • 
We voeren weer operatoren H ,H en H3 _in die volgens C3.21) en C3.23) + -
gedefinieerd zijn. Hiervoor vinden we met behulp van C3.44), C3.49) en 
C3. 50) 
Ca) itp ~- . ~ ) H = e (t)8 + i ctg 8 ~ + ff 
C3.51) Cb) -i<p " i ctg ~ ) H = e C- - + e Fri c)8 
Cc) H3 -i ~ = ~ . 
Om de representatie TCg) te splitsen in irreducibele representaties 
kunnen we te werk gaan als in II,3.7 Cp.33): 
L d~f { f I f G R, H + f = 0 } • 
In L zoeken we een volledig orthonormaal stelsel eigenvectoren van H3 
enz. 
We vinden dan weer representaties met gewicht j 1 ,j2 •••. Functies die 
in de bij jk behorende invariante deelruimte Rj van R liggen noemen 
we bolfuncties van de orde jk. De elementen van ~e canonische basis 
in R. noemen we hoofdbolfuncties van de orde j, Deze geven we aan met 
J 
½(8,'f) waarin m de bijbehorende eigenwaarde van H3 is, dus -j ~ m, j. 
Uit C3.51c) en H3~C8,f) = m ?.ca,~) volgt als mogelijke oplossing J J 
C3.52) _Jll im<p Jll Y. C8,Cf) = Ce 1''. (8) 
J J 
waarin ~(8) nog nader te bepalen is. 
J 
Als we eisen 
C3 ,52a) 
'1li J j~ce)j 2 sine d8 = 1 
0 J 
moeten we C = -~ nemen, opdat ?ca,~) genormeerd is in R. 
V27C J 
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We zoeken nu de differentiaalvergelijking waaraan ~(0) voldoet. 
J 
Hiertoe beschouwen we de operator 
Hiervoor geldt 
(3.53) 
We bewijzen de laatste van deze gelijkheden: 
Uit (3.53) en (3.15} volgt 
voor alle g E. G. 
Als T irreducibel is moet volgens het lemma van Schur (St.4 pag.4) 
gelden 
(3 .54) 
Om Ate vinden passen we JJ!- toe op f .• (3.54) levert: 
-J 
(3.55) H2f . = ). f . 
Tevens geldt: 
H2 f . = 
-J 
=J -J 
= { (H1 +i1½)(H1 -iH2 )+i[H19 H2 ] + H3
2 } f_j = 
= H Hf .-H3 f .+H3
2 f = j(j+l)f . 
+ - -J -J -J -J 
want Hf .=0 9 Hnf .=-jf ., 
- -J ~ -J -J 
Samen met (3.55) levert dit 
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X = j (j+l)' 
d.w.z. dat volgens (3.54) voor f = t 
m=-j 
c f geldt 
mm 
(3 .56) 
Anderzijds vinden we uit de relatie f(' = 
making van (3.51) 
·2 
H f = 1 
sin 8 
~ ( . 8 iH) d8 sin ~8 
Samen met (3.56) levert dit 
(3.57) 1 d ( . 8 Jf) sin 0 ae sin Je 
2 2 . 
sin 8 ~'P 
2 ~ ! + j(j+l)f = o. 
lJtp 
Dit is de z.g. vergelijking van de bolfuncties van de orde j. 
Er zal blijken dater juist 2j+l op de bolcontinuecen differentieer-
1 
bare oplossingen zijn. Substitueren we (3.52) met C = .rn: in (3.57) 
V 21t" 
dan krijgen we na vereenvoudiging 
(3. 58) 1 
sine 
d~(0) 2 
d~ (sin 8 ~0 ) + j j(j+l) - m2 } ~(8) = o. l sin 8 J 
Voeren we de nieuwe variabelen in 
def m def _m 
x = cos 0 en P. (x) 1''. (8) 
J J 
dan vinden we de vergelijking 
(3.59) d 2 d } { 
2
} dx { (1-x ) dx ~(x) + j (j+l) - 7 ~(x) = o, 
1-x J 
de zyg. geassocieerde Legendre vergelijking. We weten dat-eindige en 
eenwaardige oplossingen alleen bestaan voor gehele waarden van j. 
Vol gens (3. 52) zijn de hoofdbolfuncties dus eenwaardige functies ·van <p. 
We moeten zodanige oplossingen hebben dat de ~(0,f) een canonische 
J. 
basis vormen, dat wil zeggen dat voor m=j moet gelden 
Y~ (0 1 q>) J 
Y~(0~<f) = O. 
J 
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We weten al dat de eerste van deze beide de oplossing heeft 
Dit in de tweede vergelijking gesubstitueerd geeft met (3.51a) 
dF~(0) 
J -· j ctg 0 F~ (0) = 0, 
d0 J 
De algemene oplossing is 
waaruit we meteen zien: 
Voor iedere j is er een en slechts een irreducibele representatie 
van gewicht j, 
De eis (3.52a) levert de waarde van C. De overige functies ~(8,-<p) 
J 
vinden we uit 
(verg. {3.26)). Hier wordt H_ ·gegeven door (3,51b). 
Door rekenen geeft dan de formule 
(3 .60) rP:{x) 
J 
(j+m.) ! 
= (j-m) ! 
waarin m=-j,-j+l~•••pj, 
1 
2 j • I • J. 
Dit zijn de geassocieerde Legendre polynomen van de orde j met nog 
een in dit geval nodige normeringsconstante. 
We hebben dus bewezen: 
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Stelling II.8. 
De hoofdbolfuncties van de orde j hebben de vorm 
•. .lil 1 imp Jn 
Y . ( 8, q>) = C e P • ( cos 9) 
J V27t' J 
m=j,j--1, ••• ,-j 
m 
waarin P.(cos 8) wordt gedefinieerd door (3.60). Voor vaste j 
J 
(j=0,1,2, ••• ) spannen de functies -/1(9,~) een 2j+l dimensionale 
J 
ruimte R. op waarop een irreducibele representatie met gewicht j 
J 
van de draaiingsgroep werkt. 
De operatoren van deze representatie ziJn daarbiJ gedefinieerd 
door (3.43), waarin Jij = 1. 
Ontwikkeling van functies f(9,~) in bolfuncties 
Laat f(9,~)6 R, waarin R de eerder gedefinieerde Hilbertruimte is. 
Als gevolg van stelling II.2 (pag.11) is dan f(9,f) te schrijven 
als een in het gemiddelde convergerende reeks van bolfuncties 
(3 .61) 
waarin 0 e. R .• RJ. stel t hier de in stelling II.8 g~noemde ruimte 
J J 
voor, dus 
0. = 
J 
f_ c; t;<e,'f). 
m=-j 
De functies ~(8,p) zijn onderling orthogonaal (zie de opm. over 
J 
St.5 op pag.10, en stelling II.1 pag.11). 
We kunnen dit samenvatten in de 
Stelling II.9: In de Hilbertruimte R van op de bol kwadratisch 
m, 
integreerbare functies vormt het stelsel{ YjJ(9,~)} (j=0,1,2, ••• ; 
-j i m. ~ j) een volledige orthonormale basis. 
J 
II.3.10. De expliciete vorm van de representatiematrix. Gegenerali-
seerde bolfuncties 
We hebben bolfuncties gevonden als elementen van' een Hilbertruimte 
waarop een groep van operatoren werkt die een irreducibele represen-
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tatie van de draaiingsgroep voorstelt. De matrixelementen T (g) van 
mn 
een irreducibele representatie T(g) kunnen we op analoge wijze vin-
den. We beschouwen daartoe deze matrixelementen voor vaste m zelf 
weer als elementen van een ruimte, waarop een groep van operatoren 
werkt die het homomorfe beeld is van de draaiingsgroep. Dit procede 
zal niet alleen gehele, maar ook halftallige j waarden te voorschijn 
brengen. 
De matrixelementen T (g) (-j~ m,n-' j) zijn functies van g. Neem een 
mn 
willekeurige vaste rotatie g1 , en definieer 
(3.62) def U T (g) = Tmn(ggl). g1 mn 
We noteren dit als T (gg1 ) = T' (g). Dan geldt: mn mn 
dus 
(3 .62a) 
We weten T(gg1 ) = T(g)'r(g1 ), d.w.z. Tmn (gg1 ) 
dus ook 
(3.63) U T (g) = g1 mn 
~ T (g)T (g
1
). L ms sn 
s=-j 
Beschouwen we de functies T (g) voor vaste m als eenheidsvectoren 
mn 
Rm, dan transformeert U blijkbaar Rm in zichzelf. 
gl 
em in een ruimte 
n 
(3,63) is te schrijven als 
(3.64) 
j 
= L 
. 
m T (g1 )e , sn s 
s=-J 
waaruit blijkt dat Ug op Rm juist zo werkt als de matrix T(g1). 
Omdat de matrix T(g1 )
1de eenheidsvectoren precies zo transformeert 
als de canonische basisvectoren (in welke basis uitgedrukt de re-
presentatie juist de vorm T heeft) is de basis T (g) (-j ~ n .$ j) 
mn 
juist de canonische basis in Rm. 
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Samen met (3 .62a} en de irreducibili tei t van T levert di.t op, dat U op 
Rm een irreducibele representatie is van de draaiingsgroep. 
We gaan nu de met infinitesimale draaiingen corresponderende operato-
ren zoeken. 
Laat g een draaiing zijn met Eulerse parameters ~1 ,e,~2 , g1 een draai-
ing om een willekeurige as over een kleine hoek ~. Dan geldt 
dus 
(3.65) 
De operator A3 vinden we door als as van g1 de z-as te nemen en de 
coefficient van c£ T te zoeken in de bijbehorende ontwikkeling (3 .65). 
mn 
De draaiing gg1 heeft nu de parameters f 1+«,e,q2 • 
In dit geval vinden we uit (3.65) 
a T 
U T (g) = T (g) mn g
1 
mn mn + o< ~ <, 
1 
+ • • • 
zodat 
(3.66) 
Voor de matrix gg1 kunnen we schrijven 
(3.67) 
... 
Om A1 te vinden moeten weals as van g1 de x-as nemen. Dan hebben 
we: 
dus 
(3 .68) 
0 
0 cos d. 
0 sin Cl( 
0 
-sin« 
cos« 
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01. + ••• 
Bovendien kennen we gals functie van de Eulerse parameters ((3.2) 
pag .15). Vergelijken we de, elementen met indices 33, 31 en 13, van de 
coefficienten van°' in (3.67) en (3.68), en nemen we de benodigde 
elementen gkl uit (3.2), dan vinden we 
-sin 0 Je• l 
iJ« ~=0 
sin cos 0 a0 • I 
'¥1 ~"" «=0 
cle• I sin q, 2 cos 0 ~otL d. =0 
= -cos q,1 sin 9 
= 0 
+ cos 
+ cos 'I' 2 
o(=0 
l>f> r . 
sin 0 ~c1.
2 I 
o<.=0 
= sin qi1 cos <f 2 + cos cp 1 sin cp 2 cos 0 
waarvan de oplossing is 
~'ll:r. 
dee. 
Ol=0 
= "'<Sin <fi ctg 0 
!!!:·1 
dct Cl. =0 
= cos 'f1 
dq>' 2 
dot -= sin 9 · • 
Door sibstitutie hiervan in (3.65) zien we: 
= 
= 
= 
··~ '.-, , .... 
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A = t 8 . () , Sin <p 1 ~ ,P i) 
1 -c g sin <f1 ~f1 + sin 8 Jcp2 + cos 1 i)8 • 
Voor A2 vinden we op analoge wijze 
cos 'f 1 
A = - ctg 8 cos m1 _L + ---2 T of1 sin 8 
~ 
sin 'P1 f8 
Dit levert m.b.v. (3.21) en (3.23) 
(a) -i<pl a 1 () 0 H = e . ( ctg 8 of> . sin 8 -+i-) + cJq,2 c:l 8 
. 1 
(3.69)(b) iq,1 J 1 <) . ~) H = e (-ctg 8 .-- + sin ---+ 1 08 .)cpl 8 /)f2 
(c) H3 = i _l_ 
c:ltpl 
We kunnen dan weer H2 vinden en gebruiken de ~elatie if=j(j+l)I 
(verg.(3.56)). Dit geeft voor de matrixelementen T (g) (de basis-
mn 
vectoren van de ruimte Rm) de differentiaalvergelijking 
(3. 70) 
d 2T (g) i)T (g) 
____ .m_n __ + ctg 
8 
__ m_n __ 
~ 82 ~8 
( 
a 2T (g) 
__ m_n __ - 2 cos 
2 
~,1 
1 
+ . 2 
sin 8 
+ j(j+l)T (g) ~ O. 
mn 
Yan Tmn(g) weten.we al iets. We hebben namelijk g(~1 ,0,~2) = 
dus T(g) = T~ T8T , wat samen met (3.42) levert r2 o/n 
(3. 71) 
waarin u (8) een element van de matrix T8 voorstelt (rijen en mn 
kolommen nummeren van -j tot j). 
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Substitutie van (3.71) in (3.70) geeft na vereenvoudiging (verg. 
(3 .58)) 
+ ctg e d::n + l j (j+l) - n2-2mn2 cos e+m2} u -= o. 
sin 8 mn 
Deze vergelijking is om te vormen tot de hypergeometrische verge-
lijking. Hierop gaan we niet nader in. 
We kunnen na.melijk de elementen van de matrix T8 op andere.wijze 
vinden. Voor iedere waarde van m geldt 
Bovendien moet 
H T . (cp1 ,e,<p2 ) = 0 + mJ (verg. (3. 27)) . 
We gaan nu te werk als op pag,42. We vinden m.b.v. (3.69a) een 
differentiaalvergelijking voor Tmj(g). Na substitutie hierin van 
(3. 71) en vereenvoudiging vinden. we 
du : (8) 
mJ + m-j cos 8 u (e) = 0 d8 sin 8 mj 
waarvan de oplossing is 
(3.72) u . (8) = C 
mJ m 
sin je 
t m 8 g -2 
We zien dater voor iedere j een en slechts een irreducibele re-
def presentatie is met gewicht j. Schrijven we x cos 8, 
p (x) def u (8) dan wordt (3.72) 
mn mn 
(3. 73) 
j-m 
2 P . (x) = C (1-x) .(l+x) 
mJ m 
Samen met (3 •. 71) levert di t de je kolom van de matrix T (de rechter-
kolom). De and.ere kolommen·vinden we :uit 
(verg. (3.33)), 
,. 
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waarin we (3.69b) en (3.71) kunnen gebruiken. Voor P (x) schrijven we 
· mn 
verder Pj (x). Deze functies zijn te berekenen m.b.v. het voorgaande. 
mn 
De constanten C (m=-j,-j+l, ••• ,j) zijn te vinden m.b.v. de overweging 
m 
dat g(O,O,O) = I, dus dat T (O,O,O) = 1. 
mm 
We vinden uiteindelijk: 
Als Tj(<p1 ,e,c,2) de -irreducibele representatiemet gewicht j voorstelt 
van de draaiingsgroep, zijn de matrixelementen in.de canonische basis 
uit te drul,d{en_ a.ls volgt: 
(3.74) 
waarin 
,j -im~2 j · -inf1 Tmn (q,1 ,e,<p2) = e Pmn (cos 0)e (-j :$ m, n-E- j) 
pj (x) = 
mn 
(-l)j-min-m 
2j(j-m)! 
n-m n+m 
(j-m)!(j+n)! (1-x)- ,-(l+x) 2 
(j+m) ! (j-n) ! 
• d . (1-x)J-m(l+x)j+m • j-n { . } 
dxJ-n 
Zie voor de afleiding bijv, p.276 e.v. van het op pag.2O genoemde arti-
kel van Gel'fand en Shapiro. 
Natuurlijk zijn de in II.3.8 (p.33 e,v.) genoemde voorbeelden speciale 
gevallen van (3.74), resp. voor j=O, j=½ en Ji:e:1. We moeten er daarbij 
om denken dat men n lopen van -j tot j. We vinden zo voor j=l de 
matrix (3.2) uitgedrukt in de canonische basis: 
1 -i ('f1+'1'2> i -i<e (1 0) e 2sin 0 2 e +cos - ,/2 
i icpl . 
- -e sin 0 
V2 
cos 0 
· i<f2 1 i(f1+'P2> 
0-1) - {2 e sin 0 • 2 e (l+cos 0) 
We noemen nog de relatie 
T!n< 1'8 ' 2> = ~ ~(~ - </>1, 9>. 
De matrix Tj heeft uiteraard alleen voor gehele j een rij met m=O. De 
tweewaardigheid voor halftallige j is alter sprake gekomen voor j=½ 
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(verg.p.19-20). Voor j= ¾, % v••• geldt uiteraard iets dergelijks. 
Voor recurrente betrekki.ngen tusse:n. .de Tj (x) -.zLe men .. bijv. het ge-mn · 
noemde artikel van Gel'fand en Shapiro. 
Ontwikkeling van functies f(q,11 9/p2) in gegeneraliseerde bolfuncties 
Di t gaat analoog aan het op .pag. 43 behandelde. De functies cf ,zijn 
elementen van een Hilbertruimte R als het scalaire product 
(3.75) 
(verg.(3.3)) zin heeft. 
In overeenstemming met (3.62) e.v. vormen de transformaties 
Ug f(g) d~f f(gg1) op Reen representatie van de draaiingsgroep, die 
vo!gens II,3.3 (pag.13) unita:ir is. Deze representatie heet de regu-
liere representatie van de draaiingsgroep. 
Dat er voor iedere j een en s1.echts een i-rre-du-ci'bel:e ,-x.,epresenta:tie i-s, 
is al n.a. v. (3. 72) opgemerkt. 
We hebben tenslotte voor R het volgende analogon van stelling II.9: 
Stelling II.10: In de Hi.lbertruimte R van op de rotati.egroep kwadra-
tisch integreerbare functies vormt het stelsel { Tj (<p1 ,e,cp2)} 3 m. ,n. (j=O, ½, 1, -2 , •• 09 -j -' m. ,n.-' j) een volledige orthontirm~le basi.s. J J 
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. II .4 •. Het product van representaties 
door C.P. Korthals Altes 
II.4.1. Algemene opmerking 
We zullen in het hier volgende zien dat we twee representaties tot een 
de.rde kunnen combineren, het "Kronecker product" van- de ee~ste twee. 
Voorts zal blijken,. dat een groot aantal representaties producten 
in deze zin zijn van irreducibele; voorbeelden zijn de tensorrepresen-
taties van de draaigroep, die producten zijn van irreducibele represen-
taties met gewicht 1, en de spinorrepresentatiesi product van irreduci-
bele representaties met gewicht ½. 
II.4.2. Kronecker product van lineaire ruimtes en representaties. 
Direct product in groepstheoretisch verband. 
Zijn gegeven twee lin. ruimten met inproduct RP en Rq (dimensie resp. 
pen q), en zijn orthonormale bases in RP en: Rq resp. e1 , •.. ,ep en 
f 1 , .•. ,fq, dan heet de verzameling R van alle lineaire combinaties 
het Kronecker of tensor product van de ruimtes RP en Rq. 
Notatie: R = Rp:lt Rq. 
Opmerkingen: 
1. We .zien dat een elnt h~ R bepaald wordt door pq getalletjes a .. , 
1J 
2. 
de dimensie van R is dan pq. 
Nemen we als inwendig product in R: 
t q als h = L a .. e. f; 
:i.=1 j=l 1J ·1 J 
± q en g = L b .. e. f. i=l j=l 1J 1 J 
.. def I: l:: bkl(eifj,ekfl) def Z: dan is (h,g) = aij = 
i ,k j,l i ,k 
(ei,ek)(~J':1>· 
De e.f. vormen dan een orthonormaal stelsel in R. 
1 J 
L a. bkl j,l ij 
-52-
·. We.-·gaan:nu he;t Kronecker product van twee representa:ties ·van ·eenz~lfde, .· 
. . . 
,·· gro(:l.p definieren: . 
Stelling II.4.2. ZiJn D(p) -en D(q} representaties van een groep G in 
,reE!p'. RP ~:n Rq, dan vormt de matrixverzameliilg D ·~edefinieerd door!· 
. . .def . (p) . (ql 
.. D(g}e. f. = D (g}e .. D · (g}f. 
1 J 1 J 
· een representatie van G werkend in R = RPX Rq, .de zgn. productrepresen-
. . . . (p) . (q) "" ' ta tie van D . _en D , waarbij we D(g)h -= D(g) ,t;.. £...a; .e·. f·. • • : . 
= L L a.; .D(g)e.·f. definieren. Want: i j iJ_ ~ J 
. . 1J 1 J 
1 J 
D(g' )D(g)h = I:, ~ a .. D(g' }D(g)e. f. = 
i j 1J 1 J 
·( ) . ( ) 
= L i: a .. D(g') (D P (g)°e. D q (g)f .) 
i r 1J . . 1 J 
= L, I:a .. (D(p}(g')D(p)(g)e .• D(q)(g')D(q)(g):f.) 
i j" _1J . 1 . J 
= D(g'g)h 
ln.m.atrixtaal: 
D(p) (g) = · (D(~) (g)} op de basis e
1
, ... , e : 
ri · p 
en D(q)(g) -
D(p) (g}ei =· f n~f (g)er 
r=l 
. (q) . . (Dk (g)) op de basis-f1 , ..• ,f . s . q_ 
D(q) (g)f = ~ D(q} (g)f • 
k f:l sk s 
_ Dan.wordt de matrix van,D(g) op·de basis e 1 f 1 , ••• ,epfq: 
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p 
D(~)(g)e D(q) ( )f = L = 
r=l r1 r 
sk g r 
-p t D (~) ( ) n<t (g)e f = i: ri g s r s 
r=l S=l 
zodat ·het matrixelement 
D 'g)k = D(~)(g) 
. r ,1 ri 
~n dus aik = f t D(~) (g) 
r=l s=l ri . 
als h' = D(g)h = I' 
i 
Stelling II .4 .2: 
D(q)(g) 
sk 
D(q)(g). a 
sk rs 
Zijn D(p) en D(q) unitaire representaties 9 dan is nPx Dq unitair. 
Bewijs: 
Nodig en voldoende voor de uni tairi tei t van D = D(p) )! D(q) 
(D(g)e. f., D(g)7tf 1) = (e. f. 9 ekfl). 1 J , 1 J 
Uit de definitie van het inproduct voor R blijkt: 
zodat: 
Definitie II 4.1. 
is: 
D(q)(g)f) 
1 
D(q)(g)f) 
1 
Zijn F en G twee groepen met elnten resp. F~ en G ~ ~ en ['!1, ui t 
indexverzamelingen resp. A en B. 
De groep H heet het direct product van Fen Gals we de volgende 
eigenschappen voor H vaststellen: 
/ 
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H 
~l~ 1 
We kunnen eenvoudig inzien dat H inderdaad eengroep vormt t;o,v. 
deze vermenigvuldiging · 2 
I • •,,; 
= ((F . Fe.!: )F" '(G~ G, )GA ) = ~ 1 2 3 r1 f 2 r3 
= (F©C (F« F ot ) , G~ (q,.), G~ )) = 
1 2 3 ,-1 ~2 r3 
la CH. H . ) 
©!1P1 «2fS2 «3f!»3 
eenheidselement: 
~O~O f ""Iv ~O · 
H. . Ht.<i1 = H"' A V«, ~ ,~ { F is eenheid in F 
G is eenheid in G 
~ 
inverse element: 
u · -0 -1 -1 -1 
- Hfdo f o . w « '~ # (Hft.r) =(Foc '~ ) • 
Gevolgen: 
H is homomorf af te beelden op { (F , G >} , waarbij F~ het 
oco /3J 13 ~ B o 
eenheidselement van Fis: r 
H,., B ➔ (F , G ) , dus : 
"'T ~o ~ 
I 
HQ( a ~ (F ®! , G,.i GA ) ,;; (F , G ) (F , G ) • 
21-2 o ,~11-2 bto/J1 «o ~2 
Voorhis 
.· stellen: 
{(F ,GA)} . 
«o 1- (3~B triviaal isomorf met G zodat we kunnen 
@ Iedere representatie van G is een representatie van H. 
Hetzelfde geldt voor de groep F. 
{ (F , G ) } en f (F , G ) ? zijn normaaldelers in H en hun 
t,£0 f3 (~r/i.:.B ~ ~o «.~A 
elementen commuteren met elkaar. 
Zijn D(F) en D(G) representaties van resp.Fen G, dan is het 
direct product D(F)XD(G) een representatie van H=F G. 
Want D(F) en D(G) k{J.nnen ieder alsrepresentatie van H opgevat 
worden, zodat de bewaring volgens stalling II 4.1. juist is. 
,. 
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Stelling II 4 .3. 
Zijn de representaties D(F) en .. D(G) irreducibel 1 dan is de repre-
sentatie D(F) ~ D(G) een irreducibele representatie van H=F X G. 
BewiJs: 
Noem de matrix behorend bi.j groepselement Fo( E F: D(F'!",t) en· die be-
ho:i:-end bij G jJ e G: D(G P,). 
·. Voorts is·a1s D(H ) de matrix-isbehorend biJ" H ... ;/!'.?1. .. ·: 
.. ii.P V>-r 
D(H .·.· ) = D(F,,) X D(Glll) 
. ~p .~ . qw 
ofwel:. Dkl· (H_ r•) = Dk (F )D1 (G ~). , rs •t,t ,"" r ¢. . s 1"' 
Beschouw een pq x, pq matrix S die commuteert met de representatie D(H): 
SD(H,i~) = D(H ds.~)S . 'if 14~ A en re B 
d.w.z.: voor het element "ij;rs" van dit matrixproduct geldt: 
q p q t 
k=l 
2 s. ··kl Dk (F __ )D1 (Gei) = i: 2 Dik(F~)DJ.l (GA). l=l . 1 J' r "" 8 1"' k=l 1=1 . a-
• s 
kl;rs 
Zijn nu F en G eenheidslementen 
. ~ ,/!!l 
. o ,;;o 
en D(F ·) eenheidsmatrices: 
fj 
resp. in Fen G~ dan zijn D(F.;() 
0 
l 0 
p 
2. 
k=l 
· ofwel: 
q 
= L D .. (G~)s. 1 l=l J1 1° 1_ ; rs 
· ·. (i k) 
· de q ~ q matrix s 1 ; volgens Q) com-Neem i en r vast:en beschouw 
(i k) 
muteert s ' met D(G f:J,), die een irreducibele representatie vormt. 
. (i k) r 
-nan 1s g 1 een .veelvoud 
. . (:L k) . 
van de eenheidsmatrix; zodat s ' = 
~ ~(l)(i,k)(J'. 1)·. 
. J' 
ofwel s . . kl = °'A (1) ( i 'k) J' . 1J; J,l G) a 
Evenzo kunnen we te werk gaan bij de. groep F; we construeren nu p x p 
matrices S(j,l) die met D(F~) commuteren en vinde~ dan: 
,. 
_..,56-. 
= \ (2)( . 1) ;J . 
"· J,., .. ik. @ a 
Uit -(!) a en @ a vol gt: 
s = 0 ij;kl als i~k en jil 
en - ~(2) (j,j) 
i =1 , • • • , p ; j =1 , • • • , q • 
.Neem i vast; laat j 1, ... ,p doorlopen dan blijkt ),., <2>. dus con-
stant, dus sij;ij = constante. 
We. hebben_ nu bewezen, dat ied(;!re matrix S, _die commuteert met de re-
pres.entatie D(H) noodzakelijk een. vee1voud van de eenh,eid is, waar-
. · uit volgt ·dat D(H) irreduc-ibe.l is •. 
· Stelling II 4 •. 4. (zonder bewijs) 
Alle irreducibele representaties van H=F X G worden gegeven door de 
producten van de irreducibele representa~ies van Fen G. 
Voorbeelden: 
A. Beschouw de drie-dimensionale representatie (gik) van de draai--
groep: de productrepresentatie van (gik) met zichzelf werkt op de 
R3x R3 = Re. 
De componenten van een element, aik' uit de R~ transformeren onder 
de productrepresentatie als: 
a' 
rs 
i,k = 1,2,3. 
Analoog wordt gedefinieerd het product van r drie-dimensionale repre-
. 3r 
sentaties van de draaigroep. De componenten van een element uit de R 
ai . transformeren onder de productrepresentatie als: 
1'''"'1 r 
We noemen deze repre-sen-tatie van de draaigroep de tensorrepresentatie. 
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Immers we verstonden onder een grootheid, die gekarakteriseerd 
wordt door 3r getalletjes 9 d.:i,,e .onder een orthogonale transformatie 
zich als qnder @ . transfo1:11eert ,'. juist een tensor van de orde r in 
de 3':"'dimensionale Euclidische ruimte. We kunnen dit dus equivalent 
definieren als: 
Een tensor van de order in een 3-dimensionaleEuclidische 
ruimte is een element van het Kronecker-product van r 3-dim. ruimtes, 
waarin het product van r 3-dimensionalerepresentaties van de draai-
groep werkt. 
(p) (q) . B. Zijn gegeven twee representaties D en D van de draaigroep 
en zijn A(p) en A(q) de operatoren behorend bij een infinitesimale 
draaiing om een as n. Zij D de product representatie, dan: 
(p) (q) ( . p . ( .q 
D(g)e1fk=D· (g)e1 D fk 91 e1 {_ en 1 fk{. 
( ) ( ) · .1 =1 k=l 
bases in resp.RP en R q. 
orthonormale. 
Voorts: D (p) (g) e 1 = e. + -~ A (p) e. + ... l. 1 
D(q)(g)fk = fk + ©t A (q) f + ... k 
zodat: 
D(g)e.fk eifk 
(p) 
'° A (q)., ) 
= + ol (A e1 f k -j- + ... J. ~:i .Lk 
We zien dus: 
(p) e A(q)f Ae.fk = A e.fk + . k 1 1 1 
C. Het product van twee :i.rreducibele representaties van de draai-
groep. 
We hebben twee irreducibele representaties van de draaigroep 
met gewicht 11 en 12 9 werkend in _de _ruimtes resp. R1 en R2 van dimensie 
resp. 211 +1 en 212+1. 
De produc:truimte R1 X R2 noemen we R. Ki.es canonische bases in ~ 
en R2 : 
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.. ,We,·hebben .dtis.: ... 
. :.l{(;l.)e-_ · = IIL-e··. 
. , <3 . ml._ .· J. llll . 
. . (..2): . 
H · ·f . = m f 3 m2 . 2 m . 2 
·. Be.s.chouw nu de H3 van de productrepreseil.tatie,- waarvari de werking~ op 
een factor i na, in voorbeeld B gegeven is: 
... .. 
(m +m ) e f :: me . f • 1 2 · m m . · · m m2 . ·. 1. 2· 1 
-De. ei.,genwaa:rden van H3 ,mt varieren. van· 
Wat .is de multipliciteit van~elke m? ~et· aantal eigenvector.an e f 
mi ml. 
met m1+m2=m. La ten we,. om concreet te zijn, .. 11 E 12 :nemen •. 
. ffl,1, . 
Ind~ fi~ur geven de punten de 
vectoren em fm aan, de lijnen 
1 2· 
zij.n bepaala door.m1+m21"'111, waar-
bij m.de bovengenoenide waarden 
doorloopt. We·zien.: 
. _ _..,t"""--"~-...,---"';.-..-_____ !a De multipliciteit van de eigen-
waarc;le m is gelijk aan die van · · · 
""m; want hebben ·we een ei·~erivec-
tor e f met m1 +m2=m, dan is 
.. m1··m2 •· 
· e · f eigenvector .bij ·eigen-
-ml -m2 
waarde -m, .. en.omgekeerd~ .. 'We .. gaan dus · alleen voor posi ti eve in tellen: 
· multiplicitei t 1; • eigenvectoren 
II II II II 2· , II II 11 
.. 
II 
" . " II II 
,. 
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Tussen m=l2-11 en m=1:i_-12 blijft de muitipliciteit constant n.l. 
211+1, daarna neemt ze weer af, zoals we reed_s zagen.: mul tiplici tei t 
va.n m= mul tiplici tei t van -m. 
We kunnen ook 12~ 11 nemen en krijgen dan een analoog resul taat .• 
Resumerend: 
De transformatie H3 in de rui~te J\· R2 heeft eigenwaarden m 
met m=;.,.11~12 ,.'."'11=12+·2, ••• ,11+12 • 
De eigenwaarde 11 +12 heeft mul tiplici teit P,=1; . · 
_µ, (11 +12~1) = 2; i.h.a,: m+ µ.(m)"."ll +1~+1; ·tussen f 11 -12 1 en -l•11-12 f 
blijft p, constant, voor m~ - j11 -12 I geldt )4'(-m) = ;w(m). 
Wat zijn de irreducibele componenten van de product-representatie? · 
Hiertoe nemen we de methode uit II .3. 7. 
.,, 
.. •t ., oil lit ,b ft> Punten uit een horizontal~ rij 
' 
• "" 
It .. 
R(2.) 
geyen·de.vectoren weer die eerf 
R(J) invariante ·deelruirnte . ops panI,len. 
Q .. Ill 
De transformatie H3. heeft een eigenvector e1 .. f 1 · met m=l1+12 . 1. 
· ·1 .. 2 
Volgens II .3 .. 7. vormt · het ·stelsel 
een orthogonalebasis voor de invariante deelruimte R(l), waarin de 
irreducibel~ representatie van gewicht l=J.1+12 werkt. 
· . (1) (l)l · Beschouw het orthogonale complement van R in R: R ; in 
(l)l · R komen eigenvectoren van H3 voor met een met een verminderde 
. i (1 ).J.. ~ ~ . . . 
mul tiplicitei t. I ._h. b. zullen we n R g,.,en eigenvector van H3 
bij eigenwaarde m=l1 +12• ·aantreffe:r;,., en nog juist een met ei.genwaarde 
11+12-1. Met behulp van deze.vector en de transformatie H_ construe-(2) (l)J.; 
·ren we. weer een invariante deelruimte R c:. R · , waarna we het 
procede analoog voortzetten. Bij m=J11-12 f vinden we nog juist 2j11-12 j vectoren die een invariante deelruimte.opspannen, maar dan 
is _de ruimte Rook geheel opgeSplitst (zie figuur). 
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Conclusie: Het product van twee irreducibele representaties met gewi\i:Jh= 
ten 11 en 1~ kan uniek gesplit~t worden in irreducibele representaties 
met gewicht 11 +12 , 11 +12-1, •• ., 11 -12 +1, 11 -12 • Ieder van deze 
representaties komt slechts eenmaal voor in de splitsing. 
· De representaties van de volledige orthogonale. groep 
We hebben alle representaties van de draaigroep R·gevonderi; beschouw 
nu een irreducihelerepresentatie D van de volledige ortbogonale groep 
o3 =··R'X f e,- I}, ·waarbij I de inversie is, d.w.z. de operator 1 die : ,.. . 
· iedere r ui t de drie-dim. reele Euclidische ruimte in -r overvoer·t. 
Daar I met alle h E o3 commuteert moet D(I) = A.E zijn, daar D ir-
2 '- 2 
reducibel is. Wegens I = e wordt A = 1 dus: 6f D(I) = E 
~f DO). = -E • 
.. De,representatie D bevat een representatie D' van de draaigroep 
Rco3 ,. die ir~educibel is. Neem n.J.. D' ={ D(g}: .g.t,R }, dan is D 1 C D 
irreducibel want iedere D(g) 6 D' .is ten hoogste een factor -1 ver-:-
schillend van een: D{h}-f:.:-D,, tlie· irredtteibel- is, gegeven. Dus D'a D Diet 1 
1 het gewicht van de representatie D' van)de draaigroep R. 
yoor _ heel ta-lli.ge 1 krijgen we twEl,e eenduidige representaties 
voor. ~de, {)3 ! D1 :!!!- Di:)( { E 
. »; e;..-D:l )Cf E, 
= D 1 
·E} .• 
Voor halftallige 1 krijgen we weer een twee-duidige representa-
tie; want a.ls 1 halftallig is dan: 
De product representaties van twee eendti.idige representaties 
van gewicht 11 resp. 
en 
D+ X 
11 
12 .geven! 
o/ = D~X D~ = 
2:: l. · 2. 
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Het product van een eenduidige met een tweeduidige representatie 
geeft (11 heel tallig, 12 halftallig): 
.. ~+12 . 
o"t-xn = ) D 
11 12 l=jT:""-1 I 1 1 · 2 1 
dus een ontbinding in irreducibele twee-duidige representaties. Voor 
het product van 2 twee-duidige representaties krijgen we: 
6f: D1 X Dl = t=
1f: D+ L 2 ... 1 1 2 
11+12 
6f: D1 X Dl = l=t-1 Dl 1 2 1 2 
afhankelijk van de wijze, waarop we de 2 twee-duidige representaties 
met elkaar vermenigvuldigd hebben. 
II.4.3. Tensoren en tensorrepresentaties 
Definitie. Een tensor van de order in de 3-dim. Eucl. ruimte is een 
grootheid, gekarakteriseerd door 3r getallen a. . (i .=1,2,3) in 
l.1····]. J 
een bepaald assenstelsel, die bij rotatie (rotatie~pi~geling) van het 
assenstelsel transformeren op de volgende wijze: 
3 
al.., i'' = ,:;;;::-
1••• r L 
i =1 2 
... 
3 
~ 
i =1 
r 
waar bij (g11i) gegeven is door: e1 ,= 
definitie voor een tensor wordt, als 
3 L g1, .e1 dus een equivalente i=l 1 
we optelling en scalarvermenig-
vuldig1ng op de natuurlijke wijze definieren: 
Definitie: 
Een tensor van de order is een element van het Kronecker-product van 
r 3-dim. Eucl. ruimten, dat bij een rotatie (rotatiespiegeling) trans-
formeert onder de rde Kroneckermacht van de representatie n1 van de 
volledige orthogonale groep o3 • 
We kunnen op grond van de voorafgaande paragrafen deze tensorruimten 
gaan ontbinden in invariante deelruimten. 
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Op grond van de - onmiddellijk uit de betreffende definities vol-
gende - eigenschap 0 dat, 
dan R ¼ R' = R1 :it R'. :+:. R2 ll\ R'., (R 0 R' lineaire ruimt.en)_ 
kunnen we voor de opsplitsing van representaties analoge formules op-
schrijven. 
·we weten reeds: 
dus + - + - + -= D
0 
x D1 + Dl X D1 + D2 x D1 
= D
0 
+ 3D1 + 2D2 + D3 
·K -~·- ·····-- - l 
I j ~ewi ch t v. d. , ~esen-
ie 
. .. ' 
orde ~ h=) i;,,1 I 1=2 1=3 1=4 1=5 
Als _µ.(r,l) het aantal 
irreducibele represen-
taties van order is, 
dan·is als liO: 
_µ,(r+l,l) = .,µ,..(r,1-1) + 
van de. _ 
tensor 
"-
I 
! 
-1 
I l 
r=O 1 i 
r=l 1 I 
I 
r=2 I 1 1 i 1 I l I ! r=3 1 3 I 2 1 J I I r=4 3 6 I 6 ! 3 
r=5 6 15 I 15 10 
fig,1 
meert onder de representatie: 
f(-)r+l) r 
<rJ'1 > 
heet een pseudo-tensor. 
Als r=O hebben we een pseudo-scalar. 
Als r=l hebben we een pseudo-vector. 
1 
4 1 
+ _µ,(r,l) +p,(r,1+1) 
en als l=O 
fL(r+l ,O) = _µ,(r,1). 
Een grootheid, gegeven 
door 3r getallen die 
bij rotatie (rotatie-
Spiegeling) transfor-
Een grootheid die transformeert onder een irreducibele representatie 
1 (~)l 
van gewicht 1 met teken (-) , D i noemen we een I-vector; is het 
l+l teken (-) , dan spreken we van een pseudo I-vector. 
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Met behulp van enkele operaties op tensor€n kunnen we de invariante 
deelruimten construeren: 
I. Contractie: (dubbele indices houden sommatie in) 
Zij a. . tensor van order, dan is 
1 1••• 1 r 
een tensor van orde r-2 wegens: 
= g_, .. • • • g., .. b. .. 
l. 3 1 3 .,. 1 1 l. 1 3 ••• l r. r .... · r 
::,.· l' . 
is dus invariant onder de tratisfornratie ~ • 
n. Verrnenigvuldiging onder tensoren 
a. . . . . P. b. j zijn tensoren van orde p resp. q. 
1 1 ... 1p· Jl O O O q 
a. · . b. . :.; c. . . . geeft een systeem van 3p+q ge-
110001p Ji:::Jq _11 ... ip J 1 ... Jq 
talletjes, dat als eeri tensor van orde p+q transforrneert. Invariante 
deelruimten kunnen we construeren d.m.v.: 
,,,, def 
a) o ik = 0 als iik 1 als i=k in ieder coordinatensysteem. 
. Dan is J'ik een 2° orde tensor want 
t 
dri'k' • gi'igk'kdik. wegens gi'igk'kJ;i.k = gi'igk'i =~'k' 
{ a. . I a. . = d. . bi . , b1. . tensor orde r-2 l is 1 1•• 01 r 1 1••• 1 r 1 1 1 2 3••• 1 r 3••• 1 r J) 
een invariante deelruimte, want uit bovenstaande volgt dat: 
g., .••• g.,. 1. . b . 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2' i • • 01 r r 3° ••. r 
de b) We kunnen een r orde tensor :splitsen in: 
hetgeen triviaal volgt ui.t: 
IIL Permutati.e van indices 
t( :i1 • • • i ) Zij seen permut~tie . _r Jl "° .Jr 1 dan definieren we: 
S is een lineaire operatie en commuteert met de tensor~representa·tie: 
Sa. • . . = a . , . , = g . , . • •• g . , . a. . = g. ,, • o • g. , . 
1
·1••• 1 ·r J 1• 0 •J r J lJl J rJr J1•• 0 Jr 1 1 1 1 1 ·r1 r 
Sa 
lnvariante deelrulmten uit: 
11° 001 r
0 
\s1 + •oo + AkSk is een lin.<eomb. van permutatie operatorenp dan is: 
l a.. i i (~1 s1 +o O e+J\kSk)a.. . = 0 l 
'"
1 1° 00 r 1 1° 001 r f 
een invariante deelruimte wegens de commutatieve eigenschap. 
Een speciaal geval vormen de eigenwaarde vergelijk:i:ngen. Zij e 
een element ui.t de permutatie groep van r objecten, dan is er eE:n 
n 
n ~ r! met s = e (n is het kleinste natuurlijke getal met deze eigen= 
schap), 
Dan zijn de ei.genwa.arden van de corresponderende lineaire opera:;or 
ik~ 
t 1 Po •• v 'fn-l (fk~' e :'l1a ) • Door voor iedere k de inv~ri.a.nte 
= f:.ka. . l 
.11 0 0 o.l. f r 
te beschouwen, splitsen we de gehele tensorruimte op9 
Voorbeelden: 
a) Tensoren van de orde 2: a ..• 
1112 
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Mob.v. de transpositie s=(12) splitsen we de ruimte in deelruimten 
van symmetrische eli antisymmetrisch~ tensoren, resp. R · en R • R 
s as as 
. + heeft dimeri.sie 3 en transformeert volgens D1 , d.w.z. antisymmetrische 
tensoren gedragen zich als pseudovectoren. R heeft dimensie 6 en we 
s 
kunnen ieder element hierui t schrijven als een som van e.en "constanten 
tensor )\ J'ij i, die zich als scalar gedraagt en een symmetrische tensor 
met spoor nul, die zich als 2-vector ::gedraagt. 
We krijgen op deze wijze een opslitsing in irreducibele del.en. 
b) Tensoren van de orde 3: 
Voor de vergelijking: 
(r)2 
H a. . -1 (l+l)a. 11 .o.1r 11 ••• i r 
=O 
waarmee we de invariante deelruimten, behorende bij een veelvoud van 
de irreducibele representatie van gewicht 1 kunnen vinden, verkrijgt 
men.na enig .gereken: 
r n 
L L (l. · a. · t· · t:· · + 
1 1 1 1 11···1 1 1 1···1 1 1 1···1 q= p= . p q q- q+ p- p+ . . • r 
p¢q 
- ai
1 
••• i 
1
1 i 
1 
••• i 
1
i i ·
1 
••• i) 
q- p q+ p- q p- r 
+ ( 1 (l+l)-2r la. ·. = O l j 11···1r 
(Voor de expliciete berekening zie men het artikel van Gel'fand en 
Shapiro AoM.S. Transl. Series 2 9 Vol.2, p 0 262)o 
Stel r=3; dan krijgen we uit @ : 
'r ._ "' 
,;;,, ijassk + djkaiss + ~1kiasjs-ajik-aikj-akji + 
@ 
Vorm het spoor m.b.t. ij; dan: 
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.
~l 1(1+1) - ;1 a = o 
2 J ssk 
d.w.z. assk = 0 als 1;61 } @ 
Evenzo: a. = a . = 0 als 1;61 JI 
J.SS SJS 
Stel 1=0 in Q)l . Wegens G) wordt (:D 
ajik+aikj+ajki 
aijk .~ - 3 © 
Hieraan voldoen de antisymmetrische tensoren, want: 
a) ® is invariant onder cyclische permutaties (r.l. gaat in dezelfde 
som over): aijk = ajki = akij 
b) Verwissel i en j in @ dan zien we op analoge wijze: 
ajik = akji = aikj 
c) Uit@ zien we meteen bij verwisseling van i en j: 
aijk = -ajik 
.De oplossingen van 5 spannen dus een invariante deelruimte van di= 
mensie l op 9 behorende bij l=O. Uit: 
lezen we dat d~ze anti.symmetri.sche tensor~n van de derde orde zich als 
pseudo-scalars onder transformatie van het assenstelsel gedragen. 
Voor l=l vinden we uit@ 
;rijassk + J"jkaiss + Jkiasjs-ajik-aikj-akji~2aijk = O GI 
Tensoren van de vorm J" .. Xk 9 d. ky. 9 J".kz. voldoen aan (J) 9 en deze l.J l. J J l. 
oplossingen spannen een 9:-dimensionale ruimte op 9 die samenvalt met 
de invariante deelruimte voor 1=1 9 waarin een 3-voud van n1 werkt en 
die dus juist ~-dimensionaal moet zijn. 
Voor 1=2 geldt m.b.v. @ 
a .. k + aik . + ak .. = 0 /g"I Jl. . J Jl. ~
,. 
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De oplossingen van 8 moeten de invariante deelruimte, behoren.de bij 
-~=2, opspannen~ waarin 2 maal n2 werkt, dus dimensie 10 moet hebben. 
Tenslotte vinden we voor 1=3: 
ajik+aikj+akji 
aijk = 3 ® 
de ruimte van symmetrische tensoren met alle mogelijke sporen nul, 
waarin een irreducibele representatie van gewicht 3 werkt en die dus 
7 dimensionaal is. 
Voor l=l en 1=2 kunnen we de be.treffende deelruimten nog spli tsen 
in 3 resp. 2 onderruimten. Deze spli tsing is ~ eenduidig meer, zo-
als we reeds verwachtten, en kan·uitgevoerd worden met·de methodes-I, 
II of III. (Zie ook het voornoemde artikelvan Gel'fand en Shapiro, blz. 
265). 
II 4.4. Spinoren en spinorrepresentaties 
Defiriitie: Een spinor is een grootheid, gegeven in ieder assenstelsel 
in de 3-dim. Eucl-. ruimte door twee op het teken na bepaalde getalle-
tjes {a1 ,a2}, die bij rotatie (rotatiespiegeling) van het assenstel-
sel transformeert als: 
. ' 
1 1 2 
a ={){,a +pa 
2 - 1 - 2 
a =-pa +lli,a 
. • 'f11 + er~. . 
waarbij: ~ = + cos iJ'/2 e 
J. --2-
als q19 ll en ~ 2 de betreffende Eulerse hoeken van de rotatie zijn. 
Korter: een spinor is een grootheid { 8:1 ,a2} die transformeert 
onder de irreducibele representatie van gewicht ½. We schrijven de 
matrices uit deze representatie als: 
We definieren nu: 
tot op het teken na 
ied~r assenstelsel, 
alij: 
Een spinor van de or~e r ;j.$ een grootheid van 2\ 
''1.o•oAr, 
bepaalde, getallen a ()\_=1,2), gegeven in J. . 
die bij rotatie (rotatiespiegeling) transformeert 
)\• 1 · · · )\' r . ).t • • • Xr 
a = sA:i, ~ •.• s1\;\a 
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We spreken in dit geval van een contravariante spinor van order. We 
zien met,een dat de spinorrepresentatie van order het prodwat is van 
r irreduci'bele representat:i.es -van gewicht ½. De analogie met tensoren 
is volledi g. 
Symmetrische spinoren 
- A1···\ Een spinor a_ heet symmetriscll 0 als al zijn componenten on-
veranderd blijven onder willekeurige permutatie van de i.ndices 
'\···\· 
Daar A1 slechts de waarden 1 en 2 kan aannemen 0 is een wille= 
keurige component van een symmetrische spinor altijd terug te brengen 
op: 111 ••••• 1 e 
a ~ 9 of : ll ••• 1u22 ••• 2 of.• 22 .•••• 2 a~~v a~ 
r r=k k r 
Kennelijk vormen de syrmnetrische sp:inoren van orde r een r+l dimensio-
de 
nale deelruimte van de ruimte van alle r orde spinoren. Deze deel= 
ruimte is invariant t.oov. de spinorrepresentati.e 0 daar iedere permu-
tati-e operator commuteert met de sp:inor representaUe: 
}.i O O O}. i S P-i O O O µ.; 
Pa r :a 
waarui t we zie:n dat de symmetrie van de spinor onder transformati.e be-
houden blijft. 
We gaan nu aantonen 0 dat de representat:le in deze deelru.imte :irre-
ducibel is o Stel re. 21 (dus 1 heel- of halftallig). Voldoende is te 
bewijzenv dat de operator H~3) in deze ruimte r+l = ;l+l verschillende 
eigenwaarden heeft» zodat du.s de eigenveetoren van Hr de gehele deel-
;:i 
ruj.mte der symmetrisc:he sp.inoreen opspannen. 
( ... \ .. -~ 
H r, r 3 a 
,. 
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waarbij p1 en p2 de aantallen van resp. eenen en tweeen onder de indices 
\ tot ]l.r. 
t t k ( 0) ,, Dus een spinor, wa~rvan de componen en me ze er aantal. p1 eenen en 
p~ tweeen ongelijk nul zijn, en alle andere componenten nul zijn~ is 
. . H(r) b. . . d l. ( ·O o, een eigenspinor van 3 1J eigenwaar e 2 -p1+p2,. 
Beschouw nu.de symmetriSche spinor f met die componenten, die 
m 
. . 11. .1 2 ••• 2 . "k l terug te voeren ZJ.Jn op a gel1J aan , alle andere nul. 
1-m 
Dan is'f eigenspinor van 
m 
l+m 
H(r) met: 
= ½ { = (l-m) + · (l+m) }. f = m f • 
m .. m 
Daar -1* m -ef 1 ·zijn er dus 21+1 = r+l verschillende eigenwaarden. De 
spinoren fm vormen 9 op een factor n~ 9 de elementen van de canonische 
basis. 
We hebben dus aangetoond 9 dat alle irreducibele representaties 
van de rotatiegroep in ruimtes van symmetrische- s;pinoren gerealiseerd 
worden 9 . w.aarbij symmetrische spinoren van even. rang ._de heel.tal,l;ige en 
die van oneven rang de halftallige representaties voortbrengen. 
Spinoralgebra 
).1 • • • ).r 
Het spoor van een spinor a definieren weals: 
= f, 
met ~ = . ( _: : ) 
~r 
(zie voor invoering van~ Liubarski ,. Anwen-. 
dunge:n der Gruppentheorie in der Phy.si.k § 48) • 
De zo verkregen grootheid is inderdaad weer een spinor want: 
zij 
geldt: 
en dus: 
s = (s1 j) een matrix met de representatie van gewicht ½, dan 
T 
S ~S=f. 
We voeren covariante componenten { b1 ,b2 } in door: 
De covariante compoenten ·van een spinor transformeren volgens de toe-
gevoegd complexe matrices s; 
want ~ s f.-l = s 
en dus: 
Voor spinoren van willekeurige orde: 
·x2 ••• \ ii(. >-2 ••• \. 
bhi ~('.>.11't. b 
In het algemeen zal dus:. 
Ontbinding van een spinorrepresentatie in irreducibele delen 
Een ruimte van spinoren van orde rkunnen we splitsen in inva.riante 
deelruimtes. Een daarvan vonden we reeds 0 de r+l dimensionale deel-
~imte. der symmetrische spinoren, die we juist in de hoogste diago-
naal aantreffen. 
r 
r 
r 
r 
r 
r 
\I" 
=1 
::c2 1 
=3 
=4 2 
=5 
=6 5 
I 
½ 
1 
2 
5 
14 I I 
3 1 - 2 2 
1 
1 
3 1 
4 
9 5 
14 1 
fig.2 
5 
-2 
1 
6 I 
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3 
1 
Zij_µ,(r,l) het aantal irreduci-
bele representaties van gewicht 
1 in de spinorrepresentatie van 
orde r ,, dan: 
1;60: f-(r+l ,l) =jk(r,1-½) + 
+ fo( r , 1 +½ ) 
1=0: p,(r+l,0) =p-(r,½). 
H.4,5. 0ntwikkeling van vector- en tensorvelden 
We hebben reeds ontwikkeld: de op de eenheidsbol kwadratisch integreer-
bare functies f(#",q.i) naar bol:f;uncties ~01',tp), d.w,z. scalarvelden. 
Deze ontwikkeling wordt vaak in bolsymmetrische problemen gebruikt. 
We gaan nu vector- en tensorvelden ontwikkelen; onze werkwijze 
zal in grote trekken zijn: de reductie van de representatie van de 
draaigroepg die door rotatie van het veld wordt voortgebracht, 
a. Vec.torveld a(x). 
We roteren het gehele veld en laten het assenstelsel in rust, 
Noem deze rotatie g. 
0 
Beschouwen we nu na deze rotatie het vectorveld in een punt x, dan 
treffen we daar de vector a'(x) aan, die uit de vector in het punt 
-1 g x, gevolgd door een transformatie g. die (per definitie) uit de 
o o· 
3-dimensionale irreducibele representatie stamt, ontstaan is, dus: 
a' (x) = g a(g -lx) = D(g ) a(x). 
0 0 0 
D vorrr,t een representatie want, als g1 een rotatie is, dan: 
D(g1 ) a' (x) = D(g1 ){ D(g0 ) a(x)} = D(g1 >{ g0 a(g0 -lx)} = 
-1 -1 
= glgo a(go gl x) = 
= D(g1 g0 )a(x). 
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We riemen alleen vectoren gedefinieerd op de eenheidsbol (want punten 
op een bol met oorsprong als middelpunt bliJven punten op die bol na 
rotatie g ) . Een punt P op de bol heeft coordinaten<f en uo., dus het 
0 
vectorveld op de eenheidsbol is: 
a = a(1'°,1'). 
We noemende componenten in het systeem Ox, Oy, Oz; a (:i,"',,;t), a (t.?',f) en 
X y 
az(tl",~). We zouden iedere component afzonderlijk naar bolfuncties kun-
nen ontwikkel~n, maar dit geeft geen makkelijk hanteerbaar resultaat: 
bij rotatie gaat iedere component van a(f,~) over in een lineaire com-
binatie van de drie, d.w.z, transformeert niet als een scalarfunctie. 
Beschouw de normaalcomponent a (P), Deze gaat bij rotatie g over 
-1 n o 
in de normaalcomponent in g P: 
0 
D(g )a (P) 
o n 
-1 
= a (g P). 
n o 
D.w.z. de functie a (P) transformeert als een scalarfunctie. Ons pro-
n 
bleem is dus twee andere componenten van a(P) te zoeken (betrokken op 
onderling loodrechte assen, waarop de normaal eveneens loodrecht staat), 
die als scalarfuncties transformeren, dus onafhankeJ.ijk van elkaar. 
Hiertoe gaan we de vectorfunctie, die afhankelijk is van twee va~ 
riabelen l/ en cp, transformeren in een, die van de drie Eulerse parame-
ters q,1 ,E) en 41 2 afhankelijk is. 
Nee~ een orthonormale triade e1 ,e2 ,e3 in punt P, met e3 in de 
richting van de normaal in P. Verplaatsen we deze triade evenwijdig 
14 
aan zichzelf, tot zijn oor-
sprong met O samenvalt, dan 
zien we dat hij uit de triade 
Ox, Oy, Oz is ontstaan door 
een ro:atie g (Ox-:1> e1 , 
Oy.....,. e2 , Oz -- e3), 
Met iedere triade op de bol kunnen we op deza wijze een rotatie g asso-
cieren. Transformeren we deze triade met een rotatie g, dan ontstaat 
0 
een triade waarmee we de rotatie g g kunnen associeren. 
0 
Wei kunnen dus een trtade v.a.st:leggen door de drie Eulerse hoeken t 1 ,e 
eziq,
2 
van de draai:ing g waarmee hij ccrrespondeert te geven. De oor-
sprong van de triade 9 P, op de bol, met coordinaten ~ en q:'ligt even-
eens door de q,1 , 6 ~ en q;i 2 vast: ln Eulerse parameters ui tgedrukt 
wordt P door de laatste kolom van de matrix op blz.15 van deze sylla-
bu:< weergegeven, na. identlfi.cat.ie met de coordjnaten incp en t>' ui tge-
drukt blijkt: 
,t) = ,:::1 7(" 
v ...,, en ~? = <f - - • 2 2 
We zi.e.n dat Pen dus de normaal 1n P onafhankelijk zijn van q:,1 • e1 en 
e 2 liggen i.:o. he~ raakvlak in Pr an hangen wel van q;1 af. 
Ne-em een rota+;ie g' met Eulerse hoeken <p1 + (p', e en ~ 2 , waarmee 
dus een tri3.de in P correspcndeert, die we ei, e2 en e3 noemen, en 
wa.arvoor geldt; 
e1 = e1 1c,os ff' ' + e2 sin q::,' 
e2 =-e1 sin <p' + e2 cos (f' , 
Door +:r3,nsformat.ie Cf =117~ 'I' =q,1 krijgen we dan: 
el (!pl +7G; 0 8;2) = ~-e (:CS 'ft ;- e!Y' sin <,D1 (p 
€2 <t 1 +"if;, 0 i'r2) -· er sin ip1 + etl cos V' ·1 
e3 (~11+'lt',0,¥12) = e n' 
@ 
waarbij e07 en e{r eenheidsvectoren langs de raaklijn aan resp. breedte-1 
eirkel en meridiaan in de r:ichti.ng van toenereende hoekgrootte zijn in P 
7C 
met coordtnaten 0 en f 2 - 2 , 
De eomponenten van a(P) betrokken op e1 ,e2 en e3 zijn a19 a2 en a3 , 
en evenal s de e i afhankel:i jk van ~ 1 re en f 2 ; dus van g. 
Met behulp Yan @ zien we dan dat: 
:6.l (4, 1 +it-;0;f 2) = -·af cos q, 1 + at}- sin'/\ 
a 2 (<p1 ...:1t;0,.f2 ) - a'f1 sin~ 1 + 1.9- cos Ii\ © 
a 
n 
(a 1 ~~ coordinaten van a(P) (/J I.I 
• m.b.t. e en en) 
't1 p' 
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Voer in: 
a = al - ia2 + 
a = al + ia2 
dan is: 
a+ (cpl ,8,f2) (-a -ia )e 
if1 
= (() "JJ' 
-if1 5 
a_(q.>l,8,<f2) = (-a'r' +:ia17 ) e 
zoals we uit @ zien. 
atp en a8 zijn alleen vani;p en zJ- afhankelij\{, d.w.z. van <f 2- fen 8 
volgens Q) . 
Hoe transformeren de coordinaten a. (g) (i=l,2,3) nu onder een 
1 
rotatie g
0
? De triade e1 ,e2 ,e3 en de vector a(P) worden door dezelfde 
rotatie g getransformeerd, zodat de coordinaten a.(P) in de nieuwe 
0 1 
triade dezelfde zijn: 
ofwel: 
a'. (g g) = a. (g) 
1 0 1 
·-1 
a'.(g) = a. (g g). 
1 1 0 
We zien dus dat de functies a1 (g), a2 (g) en a3 (g) onafhankelijk van 
elkaar transformeren onder de rotatie g. 
0 
We zagen reeds in II.3., hoe we een op de rotat:i.egroep kwadra-
tische integreerbare functie konden ontwikkelen naar gegeneraliseerde 
bolfuncties D!n(f1 ,e,~2). Daarbij hadden we echter gebruik gemaakt van 
de representatie, die gegenereerd werd door vermenigvuldiging van 
rechts met een rotatie g van het argument van de functie. 
0 
De transformatie 
geeft echter direct het gewenste resultaat: 
Deze transformatie is in feite het verwisselen van de argumenten 
fi, 0 en (f 2 in resp. 7C -q>2 , 0 en 7r;- ff 1 • De rel 9. ti es @) worden dus : 
,, 
·-75~ 
-i<!f 
= e 
2 (alp +ia.9-) 
i(f 
= e 
2 (a -i9;,,) 
'f v 
'lic>orts is P nu bepaald door de <eoordinaten J - <f 1 en e. We zien dus, 
dat a+ alleen in de e-macht q, 2-afhankelijk is, evenals de a_. We 
kunnen hen dus ontwikkelen naar gegeneraliseerde bolfuncties D~n en 
n1
1 
resp. De radiele component kunnen we, daar hij onafhankelijk van 
q; ~ :s, ontwikkelen naar D!n = M Y! <f - P1 ,8) • 
Resumerend: 
Een vectorveld gedefinieerd op de eenheidsbol kunnen we ontwik-
kelen naar gegeneraliseerde bolfuncties. In een punt Pop de bol, ge-
geven doorcpenff, beschouwen we de componenten af,azf'en ar, resp. 
langs de breedtecirkel, meridiaancirkel en straat. De functies: 
' -n:"' 
met ·if= 0 en q,= 2 = 't' 1 gaan we 
waarbij 
Dl 
mn 
a (41,I) 
r ' 
- 1 l 
ontwikkelen naar Dln' D_1n 
-it!U'f2 1 -in~l 
= e P (cos 0)e • 
mn 
en D1 resp., 
on 
.:t_mf 2 
Dan delen we de gemeenschappelijke factor e in het eerste en het 
J3,3,1.ste geval weg, zodat we ontwikkelingen voor a'f / i;>J: krijgen. ar 
kunne:n we ontwikkelen (zie ook II 3, 9) naar D!n = 21+1 Y! <f -(f ,?T) • 
Ontwikkeling va:o. willekeurige grootheden 
We bes~houwen nu in ieder punt op de eenheidsbol een grootheid, 
gegeven door 21 +1 getallen, di.e onder rotatie volgens de irreducibele 
0 
Yepresentat.ie van gewicht 1 transformeert. 
0 
Al f d h 'd t 1· d de t ( 1 1) n. s e groot el. voors e t en c e m -componen - ;S m~ , 
m o o 
dan 1s onder rotatie g: 
0 
ofwel: 
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10 
c' = "· a (g ) c 
m L mn o n 
n=-1 
0 
f' = U(g )f. 
0 
Het veld, door fop de eenheidsbol bepaald, transformeert onder rotatie 
g als 
0 D(g )f(x) = U(g )f(g -lx). 
0 0 0 
Evenals bij het vectorveld is hier van een representatie van de 
draaigroep sprake. 
Om nu een ontwikkeling te verkrijgen gaan we op volkomen analoge 
wijze te werk, We kiezen een punt Pop de eenheidsbol, bepaald door i~; 
en S; c (g) zijn de coordinaten van de grootheid in een basis die door 
m 
rotatie g uit de oorspronkelijke is verkregen en die als oorsprong P 
heeft. Dan is 1 
cm(g) = f 
m=-1 
0 
a (g)c 
mn n 
Onder een rotatie g van het veld transformeren de c (g) onafhankelijk 
o m 
van elkaar: de componenten in de nieuwe basis c'(g g) zijn gelijk aan 
m o 
de overeenkomstige in de oude basis c (g), d.w.z.: 
m 
c' (g) 
m 
,v -1 Voer weer de functies c (g)a-c (g ) in zodat: 
m m 
D(g )~ (g) = ~ (gg ). 
o m m o 
Voorts is: 
We zien nu dat we c naar D1 moeten ontwikkelen: de gemeenschappelijke 
-imp m mn 
factor e 2 kunnen we wegdelen, zodat we een ontwikkeling voor 
'cm(f 1 ,e,o) overhouden, waarbij f-li en 8 op dezelfde wijze als in het 
/<, 
voorgaande met t' en i;i samenhangen: 
11:" q ) C (~ -,£) ~ 0 
m 2 1 ' ' 
imf 
= e 2 
00 
= L 
l=m 
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00 
~ l=m 
1 
2 
n=-1 
1 
a 
mn 
. (~ ) 
-in - -cp 
P1 (cos v') e 2 
mn 
Voor de ontwikkeling van een tensorveld zie men het artikel van 
Gel'fand en Shapiro. 
II.4.6. Rotatie-invariante vergelijkingen 
Zi j yr 1 (x1 x2x3) , ••• ,f'N (x1 x2x3) een N- tal onbekende functi es • We 
geven dit N-tal weer door 
Voorts is gegeven een systeem van N partiele differentiaalver-
gelijkingen van de eerste orde, geschreven als: 
De Li zijn N ¼ N matrices en k; is een complex getal. Laat het N-tal 
functies onder rotatie g van het assenstelsel onder elkaar transfor-
meren volgens de representatiematrix D(g) (niet noodzakelijk irredu-
cibel). Dus: 
➔ 
waarbij D(g) een N X N matrix is, onafhankelijk van x. 
Definitie: 
® 
Het systeem vergelijkingen G) heet invariant onder rotatie van het 
assenstelsel, d.w.z. een coordinatentransformatie x' = gx, als L. 
l. 
(i=l,2,3) en~ dezelfde numerieke waarden hebben in de vergelijking: 
3 
"\:"" L ~ + .K: iv-• = 0 L i 3x! T i=l 1. 
waarbij lf'' door @ gegeven is. 
We gaan nu kriteria zoeken, opdat (l) aan de eis van invariantie vol-
doet. 
' , 
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We roteren het assenstelsel: 
Voorts is Y,,' 
en 
Subs ti tueer di t in (D : 
3 3 -1 r ~ f g. 1it acncg>r·> J +K.D(~>¥", = o. ® 
k=l i=l 1 ik Jxi 
D(g) is een constante matrix, dus krijgen we, na vermenigvuldiging 
van links met D(g): 
0 • 
Het invariantie kriterium wordt nu: 
(i=l,2,3) 
Uit@ kunnen we door een true de volgende conclu~ie trekken: 
Neem een vector (p1 ,p2 ,p3) en beschouw de matrix ~ L.p .• i=l 1 1 
Onder een rotatie g verandert de matrix L. in: 
3 1 
L! = ~ gikLk 1 k=l 
3 3 3 3 
dus ~ Lipi gaat over in I 2 gik½tPi = ~ 
i=l i=l k=l k=l 
waarbij p' = k 
Met behulp van @ zien we: 
3 
~ 
i=l 
,, 
L.p. 
1 1 
3 3 -1 
= ~ 2:_ gikpiD(g)LkD(g) 
k=l i=l 
= D(g) { f Lkpk}n-1 (g). 
k=l 
Lkpk 
© 
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We kunnen nu de karakteristieke veelterm van het invariante systeem 
bepalen; uit@ blijkt: 
3 
det I° Li pi = det 
i=l 
Daar ieder tweetal vectoren met dezelfde lengte door rotatie in 
elkaar overgevoerd kan worden, is het karakteristieke polynoom van 
het invariante syst~em wegens (1) slechts afhankelijk van (p~+p!+p!)½. 
Bovendien is det <'2: L.p.) homogeen van de graad Nin p., d.w.z.: 
i=l 1 1 1 
~ _ 2 2 2 N/2 det L L.p. - C(p1+P2+p3 ) i=l ii 
en daar het karakteristieke polynoom zeker rationaal is in p., moet 
1 N 
2 een geheel getal zijn. 
Conclusie: Als het systeem (D van N partiele differentiaalvergelij-
kingen invariant is onder rotaties moet N ~ zijn. 
Het invariantiekri terium @ kunnen we ook op een andere - equivalente· ·-
manier weergeven. 
Beschouw de infinitesimale draaiing om de x-as: 
g = e + a1z + 
dan is D ( g) = E + A1 l 
-1 
en D (g) = E - A1~ . 
Subs ti tueren we di t in @ dan krijgen we, na coefficienten te hebben 
vergeleken: [A1 ,L1 ] = 0 
[Al ,L2] = L3 
[ Al ' L3 ] =-L2 • 
® 
Door subs ti tu tie van g=e+a2~ en g=e+al5 krijgen we analoge ui tdrukkin-
gen voor A2 en A3 : 
[ A2,Ll] = -L3, [ A3,½_] = L 2 
[ A2,L2] = 0 ' [ A3,L2] =-L ® 1 
[ A2,L3] = Ll' [ A3,L3] = 0 
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Het bewijs, dat ui t @ en @ @volgt, is volkomen analoog met de 
bewijsvoering, waarmee we aantoonden, dat een representatie geheel 
door z 'n infini. tesimale opera toren A1 ,A2 en A3 bepaald is. Dus: 
Om nu L1 ,L2 en L3 te vinden? gaan we L2 en L3 ui t @ en ® elimine= 
ren, waarbij we gebruik maken van de ladder operatoren 
H+ = H1 + iH2 = iA1 - A2 
en H = H1 - iH2 = iA1 + A2 
Uit @ en ® volgt: 
[ L3 ?H_] = i[L3 ,A1 ] + [L3 ,A2 ] = iL2 - L1 
terwijl: 
[ (iL2-L1 ) ,H+] = [ iL2-L1 ~ iA1 -A2] = -[L2 ,A1J + [ L1 ,A2 ] 
= 2L3 
L3 moet dus voldoen aan: 
[ L3 ,H3 ] = 0 
en [ [L3 ,HJ~ H+J -· 2L3 
Cf_?) 
Het is mogelijk L3 expliciet uit 1@ te bepalen, en dan L1 en L2 
mob,v. 
te vinden. 
Menzie hiervoor het artikel van Gel'fand en Shapiro. 
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III. De Lorentz-groep door J, Hilgevoord 
III. 1. De volle Lorentz-groep en de vier klassen van Lorentz-trans-
formaties 
De Lorentz-groep is de groep van alle r·etne, lineaire, homogene 
transformaties 
(1. 1) 
van de coordinaten x0,xl,x2,x3, die de vorm 
(1.2) 2 2 S (x) = x 0 
invariant laten. 
We volgen de not:atie van Gel'fand, Minlos en Shapiro, hoewel deze zeer 
veel verschilt van de in de fysica gebr·uikelijke. Daar het ons toch al-
leen om de mathematische eigenschapppn gaat 9is dit niet zo belangrijk. 
Echter, bij de n.aamgeving van de verschillen.de Lorentz-groepen, .,yolgen 
we de in de fysica meest gebruikelijke conventie. De vertaling van onze 
conventie in die van Gel'fand. et.al. wordt gegeven in het vol.gentle 
lijstje 
Wii 
volle Lorentz-groep 
orthochrone Lorentz-groep 
eigenlijke Lorentz-groep 
beperkte Lorentz-groep 
Gel'fand et. al. 
algemene Lorentz-groep 
complete Lorentz-groep of ook 
Lorentz-groep 
geen. naam 
eigenlijke Lorentz-groep. 
De boven gedefinieerd.e groep van alle (reele) Loren.tz-transformaties 
noemen we de volle Lorentz-groep. 
Voer in de matrix 
(1. 3) 
Dan is 
(1.4) 2 S (x) = 
3 I: I kl xkxl . 
k,1=0 
Invarian.tie van (1.4} on.der de tran.sformat:ie (1.1) vereist dat 
(1.5) 
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of ook 
(1.6)." T l = g I g 
T 
waarin g de getransponeerde matrix is. 
(Vergelijk dit met hoofdstuk 11(3.1) voor de draaigroep; voor de draai-
groep is g de eenheids-matrix). 
Hieruit volgt weer, evenals voor de draaigroep, door het nemen van 
de determinant 
(1. 7) 2 (det g) = 1 ~ det g = .:!:: 1. 
Maar nu .is er nog een tweede relatie waaraan alle Lorentz-transformaties 
voldoen. Kies nl. in (1.5) k=l=O en werk de som uit: 
(1.8) ., . 
2 2 2 
-l = (glO) + (g20) + (g30) -
2 ~ 2 (goo> = 1 + ~ gio • 
1=1 
Daar gkl re~el is, betekent dit dat 
(1.9) ... goo~ 1 of 
Dus gOO neemt nooit waarden tussen 1 en -1 aan. 
We kunnen dus vier klassen van Lorentz-transformaties onderschei-
den, die we aanduiden door 
L!, L~, L:, Li 
De index+ geeft het teken van de determinant aan, het pijltje het 
teken van het element gOO . 
(Pijl omhoog: gOO ~ 1, pijl omlaag: gOO ~-1). 
Om deze notatie duidelijk te maken eerst een paar woorden over de bete-
kenis van (1.9). 
Uit de definitie van Lorentz-transformatie volgt dat de oppervlak-
ken in de 4-dimensionale ruimte 
2 S (x) = c(onstant). 
onder Lorentz-transformaties in zich zelf overgevoerd worden. 
Deze oppervlakken zijn hyperboloiden. 
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We onderscheiden de volgende vier gevallen: 
c < o een-bladige hyperboloide; x heet ruimteacli.tig 
c > O twee-bladige hyperboloide; x heet tijdachtig 
or 
X -f_ O· 
' 
C = 
2) X = O· 
' 
Deze indeling is 
twee-bladige kegel: 
de lichtkegel. i x heet lichtachtig 
een enkel punt. 
natuurlijk Lorentz-invariant. 
X 
0 
c=O 
{Doorsneden v.d. hyperboloiden met het vlak x0 ,x~.) 
De hyperboloide voor c < 0 is in het (x0 , x )-vlak ook twee-bladig 
maar is dit niet meer in 3 en 4 dimensies. Die voor c > 0 blijft echter 
twee-tladig, zoals direct te zien is als we zijn vergelijking schrijven 
als 
x 0 = .:!:. ✓ x~ + x~ + x~ + I c j 2 • 
Punten van het bovenblad kunnen overgevoerd worden in punten van het 
beneden bla.d door elementen van de vol.le Lorentz-groep. Of dit al of 
niet gebeurt wordt nu juist bepa.al.d door het teken van g00 , en wel 
vera.nderen. transfo:rmaties met g00 ~ 1 nooit het teken van x0 , 
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terwijl transformaties met g00 1' -1 dit teken altijd veranderen. 
Beschouw, om dit in te zien, de speciale vector x = (x0 ,0,0,0). Onder 
..... ..... ..... ..... ..... 
een Lorentz-transformatie gaat hij over in x =(x0 ,x1 ,x2 ,x3) met 
Voor deze Speciale vector is het beweerde dus duidelijk, Nu kan 
elke .vector van het bovenblad uit de speciale vector (x0 ,o,o,o,) ver-
kregen worden door continue verandering van de componenten. Daarbij 
A 
verandert de'beeld vector x ook continu. Was de beeld-vector eenmaal 
op het beneden blad (boven blad), dan moet hij daar dus op blijven. 
Hiermee is het gestelde bewezen. Dus de transformaties van het type 
g00 ~ 1 keren de richting van de tijd (d.i. het teken 
die van het type g00 ~ -1 doen dit wel. Dit verklaart 
en Li. BeperRen we ons dus tot transformaties van het 
van x0 ) niet om, 
de notatie Lt 
.,. 
type L, de zgn. 
orthochrone Lorentz-transformaties, dan zijn ook de beide bladen van 
de twee-bladige hyperboloiden apart invariant. 
-f' t .,, + Van de vier klassen L, L, L, L vormt alleen de eerste weer 
+ - + -
een groep, de beperkte Lorentz-groep. We zul.len later zien dat het een ., 
samenhangende groep is, d.w.z. ieder paar elementen kan door een conti-
nue verandering van de parameters in elkaar overgevoerd worden. Dat de 
andere drie klassen geen groep vormen volgt direct uit de waarden van 
de determinant en de betekenis van het pijltje; het product van twee 
transformaties die het teken van x0 veranderen, verandert dit teken ni.et 
etc. We zien op dezelfde mani.er ook direct dat Lt een invariante onder-
t + 
groep is, en eveneens dat de vereniging van L met ieder van de andere 
+ 
drie kl.assen wel een groep vormt (maar geen samenhangende): 
Lt + Lt ~ 
+ + 
Lt + Lt -
+ 
Lt + Lt 
+ 
L eigenlijke Lorentz-groep 
+ 
Lt orthochrone Lor·entz-groep. 
geen naam. 
Merkwaardig genoeg speelt juist de groep zonder naam in de fysica op 
het ogenblik de hoofdrol. Om dit in te zien merken we op dat de kl.assen 
L~, Li en L1 de spiegelingen van ruimte en tijd bevatten, nl. 
+ 
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Lt beva.t de tra.nsformatie 
Lt bevat 
L ,b bevat 
+ 
Symbolisch kunnen we 
t 
= P.L 
-1-
(
-1 ) 
'I', ·= ' 1. 1 
1 
Pr {\1_1 J 
schrijven ..,1 
J. 1' 
L =PT.L 
+ 
Hiermee wordt bed.oeld dat- i.eder 
gen kan word.en door een element 
element van Lt op unieke Wl.JZe 
van Lt te ver:enigvuld.igen met 
+ 
analoog voor de and.ere klassen. 
verkre-
P., en 
Het bewijs i.s eenvoudig: Stel I\€, L~ en schrijf A= PA1 ,dan 
uniek bepaald en gelijk aan I\ = P/.,, daar ~ = 1; 2°. A1 e 
0 is 1 . A1 1' L , want A 
+ 
noch P keren het teken van de x0 om., terwijl beide determinant -1 heb-
ben. Evenzo voor de ande::r.'~ gevallen. 
De spiegelingen zijn discontinue t:ransformati.es, d.w.z. ni.et con-
tin.u verbo.nden met de e.enheid, want het teken. van de determinant en het 
tek.en van g00 kan niet continu veranderen, 
Nu blijkt de natuur niet invariant te zi.,jn onder de tra.nsformaties 
Pen PT {de beroemde pariteitscrisis van 1956), maar voor zover men 
weet wel onder T. Dus bet schijnt juist de groep Lt+ L-4, te zijn die 
+ -
belangri.jk is voor de natuurkunde. 
We rr:er'ken n.og op dat dE:, hyperbolotden niet alleen invariant zijn 
ond.er de transformati.es van de volle Lorentz-groep, ma.ar dater ook 
bij elk c:weetal punten x en y op d.ezelfd.e hyperbol.oide een Lorentz-
transformatie is die ze in 1:;,lkaar overvoert ( en in feite zijn er on-
eindig veel van zu.lke Lorentz-t:ra.n,:;formaties). Om dit in te zien mer-
k.en we in de eerste plaats op dat i.:ngeval c > 0 is, de twee bladen van 
de hype:rbolofde met elkaar verbonden kunnen worden door de transforma-
tie T. We mogen dus aannemen <lat de twee punten niet alleen op dezelfde 
hyperbolotde, maar cok op hetzelfde bla& liggen. 
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Verder kan ieder van de punten door een zuivere rotatie (d.i. een 
Lorentztransformatie met determinant 1 die x0 invarian: laat) in het 
(x0 ,x3)-vlak gebracht worden en wel zo dat x3 > 0 is: x = R1x, y = R2y. 
Het probleem is nu gereduceerd tot het in elkaar transformeren van twee 
punten x en y van dezelfde tak van een hyperbool in het (x
0
,x
3
)-vlak 
door een twee-dimensionale (zgn. zuivere) Lorentz-trans:ormat~e 1t.3van 
de co6rdinaten x0 en x3 . Dit kan altijd (zie § 2). Dus x = '£.3Y en 
-1 
x = R1 T3R2 y = Ay. Hierin is/\ de gezochte Lorentz-transformatie. 
Behalve A voldoen ook alle Lorentz-transformaties van de vorm A1 AA2 
waarin A 1 en A2 Lorentz-transformaties zijn die x resp. y invariant 
laten. 
III. 2. De beperkte Lorentz-groep en zijn relatie met de twee-dimensio-
n~le unimodulaire groep 
III. 2.1. De beperkte Lorentz-groep 
In het voorgaande hebben we gezien dat de element~n van de volle 
Lorentz-groep geschreven kunnen worden als product van een element van 
de beperkte Lorentz-groep Lt en een van de spiegelingen P,T of PT. 
+ ~ 
In het volgende beperken we ons tot de elementen van L. We onder-
' + 
scheiden twee speciale typen van elementen: 
1) De zuivere rotaties. Dat zijn de elementen van de vorm 
1 
R 
waarin Reen rotatie is in de 3-dimensionale ruimte (x1 ,x2 ,x3). Deze 
vormen een ondergroep van L:. I.h.b. heeft een rotatie over een hoek f 
om de x3-as de vorm: 1 
---r-----------+----
cosf 
sin 'f' 
-sin <f 
cos 'i' 
1 
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2) De zuivere Lorentz-transformaties. Dit zijn de bekende Lorentz-
transformaties die corresponderen met de overgang naar een bewegend 
assenstelsel, zonder de ruimtelijke cot5rdinaten-assen te draaien. I.h.b. 
correspondeert met de overgang op een stelsel dat met snelheid v beweegt 
in de richting van de negatieve x3-as, de transformatie. 
(2.1) 
Hierin is t de tijd 
reele 1 te vinden, 
1 
2 1-v / 2 
C 
ct 
x3 
enc de 
zodat 
ct + v/c x3 
= xl = xl, 
/1 2 - v / 2 
C 
x3 + v/c. ct ... 
= x2 = x2. 
/1 2 - v / 2 
C 
lichtsnelheid: XO = ct. Er is nu altijd een 
v/c y 
-;,::===;:;:== = sh /" , ✓ 1-v~ / 2 
C 
2 2 
want aan de relatie ch 1 - sh 'Y, = 1 is voldaan. Dan correspondeert met 
(2.1) de matrix 
1 
1 
De zuivere ~entz-transformatie is dus een "hyperbolische" draaiing 
in het (x0 ,x3)-vlak over een hoek j., waarbij 
(2. 2) th 1 = v/c. 
Algemeen correspondeert een zuivere Lorentz-transformatie met snelheid 
+ + 
v, met een hyperbolische draaiing in het vlak door x0 en v, over een 1·1 hoek Y., = arc th v /c. 
Een belangrijk onderscheid tussen de gewone en de hyperbolische 
draaiingen is dat in de laatsten de matrix elementen willekeurig 
groot: kunnen worden:voor v/c -+1 worden rch){f en ~sh,, willekeurig groot. 
,, 
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Dat betekent dat de Lorentz-groep geen compacte groep is, wat belang-
rijke consequenties heeft voor de theorie van de representaties, zoals 
we nog zullen zien. 
We hebben het volgende theorema. 
Theorema III.1 
Iedere g G Lt kan geschreven worden als 
+ 
g = gl g2 of als 
waarin g2 en_g; zuivere rotaties zijn en g1 en gi zuivere Lorentz-
transformaties; deze ontbinding is uniek. 
Bewijs: Beschouw een willekeurig punt P op de positieve x -as. Stel 
0 0 
gP =A.Dan ligt A op het boven blad van dezelfde hyperbolofde waarop 
0 
P ligt. In het vlak door A en de x -as beschouwen we de zuivere Lorentz-
o 0 
tr~nsformatie TP A die P
0 
overvoert in A. Deze transformatie is eendui-
dig bepaald door0 d.e hyperbolische hoek ~ tussen P
0 
en A (vergelijk de 
gewone draaiingen in een vlak). Definieer dan g2 door g = TP Ag2 dan 
voert g2 het punt P0 in zichzelf over, en is dus een zuivere
0
rotatie: 
-1 -1 
g 2 P0 = Tp Ag P0 = Tp A A= P0 • Verder is g1 = Tp A. 
0 0 0 
Om g = g·• g' te bewijzen beschouwen we het punt B = g -l P
0 
en definieren 2 1 
de zuivere Lorentz-transformatie TBPo i~.}11f: .. ~ vlak door Ben de x
0
-as: 
D . , T i -1 TBP B = po . an is gl = BP en g2 = g TBP 
0 0 0 
Tenslotte de eenduidigheid. Stel g
1
g2 = g1g2 . Uit g1g2 P0 = g1g2P0 
N N N 
volgt g1P0 = g1P0 .g1 en g1 zijn dus zuivere Lorentz-transformaties die 
P in hetzelfde punt overvoeren. Daar ze door dit punt eenduidig be-
o 
paald worden zijn ze gelijk. 
Uit dit theorema volgt onmiddellijk dat de beperkte Lorentz-groep 
Lt samenhangend is, want iedere rotatie en iedere zuivere Lorentz-
+ 
transformatie kan op continue wijze met de eenheid verbonden worden. 
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HI. 2.2. Relatie van Lt met de twee-dimensionale unimodulaire groep 
+ 
De unimod.ulaire groep c2 isi;tie groep van alle twee-dimensionale 
©omplexe matrices met determinant 1. We zullen de matrices van deze 
groep aand.uiden met A. 
Deze groep is homomorph met de beperkte Lorentz groep Lf, en wel 
+ 
is d.eze homomorphie twee-waard.ig: 
g-+.:t,A 
In d.eze homomorphie is bevat de vroeger gevonden homomorphie van de 
drie-d.imensionale d.raaigroep met de unitaire, unimodulaire, groep su2 , 
zoals we zullen zien. 
Voor het bewijs beschouwen we een re~il.e· viervector x met compo-
nenten (x0 ,x1 ,x2 ,x3). Vorm de hermitische matrix 
(2.3) 
Met elke rel:!<Le vier-vector correspondeert op deze wijze een unieke 
hermitische 2 x 2 matrix en omgekeerd. Laat nu A E. c2 en beschouw de 
transformatie 
(2.4) A ~ X=AXA. 
Hier is A~ de hermitisch 
A 
toegevoegde van A. Nu is X weer hermitisch; 
er correspondeert dus een unieke ret:!l'le, vier-vector x mee volgens (2. 3). 
A bepa.alt dus een relatie tussen de vectoren x en x •~n wel een lineaire 
relatie. 
A 
Uit det A= 1 volgt det X = det X, en dus via (2.3): 
De ~oor A getnduceerde transformatie is dus een Lorentz-transformatie 
Noem deze g(A). We zien direct uit (2.4) dat de matrix -A dezelfde 
Lorentz-transformatie induceert. We l~ten nu zien dat dit de enige 
matrix is die met dezelfde L-transformatie correspondeert als A. Daar-
toe overtuigen we er ons eerst van dat we met een homomorphie te doen 
hebben. Laat Al""" g(A1), A2 - g(A2) · 
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Uit (2.4) zien we dat A1 ,A2 correspondeert met X = A1A2X(A1A2'f= 
= A1 (A2XA;) A1, dus met eerst g(A2) dan g(A1), dus 
(2.5) 
In het bizonder 
-1 -1 
A ~ g (A). 
We hebben dus een homomorphie tussen c2 en een ondergroep van de 
volle Lorentz ~roep L. 
Hoeveel elementen van c2 corresponderen nu met een zelfde element 
van L? Daartoe is het voldoende te weten hoeveel er met de eenheid 
g = 1 corresponderen. Voor zo'n A moet gelden 
X = AXA* voor alle hermitische X. 
Voor X = 1 komt er AA*= 1 of A* -1 = A , zodat nu de conditie wordt 
XA = AX. 
Maar een matrix die commuteert met alle hermitische matrices is een 
veelvoud van de eenheid: 
A = }\ (~ ~) 
Tenslotte is, wegens det A= 1, A=+ 1. 
Dus slechts de matrices 
+ (~ ~) 
corresponderen met g = 1. Stel nu dat A en B beide corresponderen met 
-1 dezelfde g: g(A) = g(B). Wegens de homomorphie correspondeert dan AB 
-1 -1 
met g(A) g (B) = 1, en dus is AB = ± 1, dus A=± B. 
Om nu te zien dat de ondergroep van L (de volle Lorentz-groep) 
waarmee c2 homomorph is, juist de beperkte Lorentz-groep L! is, maken 
we gebruik van een continuiteits beschouwing die intuitief duidelijk 
is en die in de theorie v.d. continue groepen streng bewezen wordt. 
(Het is ook mogelijk een directe, "eindige" afleiding te geven, maar 
deze is tamelijk ingewikkeld). In de eerste plaats merken we op dat de 
groep c2 samenhangend is. 
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Het is nl. duidelijk dat twee willekeurige 2 x 2 matrices met deter-
minant~ 0 altijd continu in elkaar overgevoerd kunnen worden, en 
bovendien altijd zo dat de determinant onderweg nergens nul wordt (de 
conditie det A= O bepaalt een 6-dimensionaal oppervlak in de 8-dimen-
sionale (retHe) ruimte van alle complexe 2 ,c 2 matrices en "scheidt" 
deze ruimte dus niet. Dit oppervlak kan dus altijd vermeden worden). 
Stel dus dat de elementen A1 en A2 van c2 op deze manier continu ver-
bonden worden door A(t), dan worden ze ook continu verbonden door 
A(t) = A'(t) en A'(t) ligt geheel in c
2
. 
J detA ( t )' 
Maar als c
2 
samenhangend is, dan is zijn homomorphe beeld dat ook, 
dus c
2 
wordt afgebeeld op een samenhangende ondergroep van L •. Maar de 
grootste samenhangende ondergroep van L was Lt, dus c2 is homomorph met 
een ondergroep van Lt. Maar deze ondergroep kan ook niet kleiner zijn 
+ 
dan L! want een element van c2 wordt bepaald door 6 onafhankelijke re~le 
parameters (de complexe conditie det A= 1 legt er twee vast) terwijl een 
element van Lt eveneens door 6 parameters wordt bepaald (zie bijv. 
+ 
theorema III. 1; zowel zuivere rotaties als zuivere L-transformaties 
worden door 3 re~le parameters bepaald). Dus c2 is homomorph met L!: 
g~ ±_ A g e L! 
(2.6) A E c2 
g(Al) g(A2) ➔.:t_ AlA2. 
Welke elementen van C corresponderen nu met de speciale elementen van 
2 
Lt, nl. de zuivere rotaties en de zuivere Lorentz-transformaties? Het 
+ 
antwoord is verrassend eenvoudig: Is A unitair, dan is g(A) een rotatie 
en omgekeerd; is A hermitisch, dan is g(A) een zuivere Lorentz-trans-
formatie, en omgekeerd. 
Bewijs. * -1 Stel A is unitair (en unimodulair), dan is A = A , dus 
~ =AX A-1 . 
Nemen van het spoor geeft 
Sp(X) = Sp(A X A-1) = Sp(A-1A X) = Sp(X). 
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Maar uit (2.3) zien we dat Sp X= 2x0 , dus 
dus g(A) is een rotatie. 
Om het omgekeerde te bewijzen merken we op dat de unitaire unimudula-
tie matrices een ondergroep van c2 vormen die su2 heet. Wegens de homo-
morphie (2.6) warden ze dus afgebeeld op een ondergroep van de rotatie~ 
groep. Een vergelijking van het aantal onafhankelijke parameters in 
beide groepen (drie in beide gevallen) leert weer dat deze ondergroep 
niet kleiner kan zijn dan de rotatie-groep. Hiermee hebben we opnieuw 
het resultaat van II 3.4 gevonden: de drie-dimensionale draaigroep is 
ho~omQ,t,'ph met de groep su2 en met ie,p.ere rotatie corresponderen twee 
elementen ~ U e su2 .. 
Laat vervolgens A hermitisch zijn; det A= 1. Dan kan hij ge-
diagonaliseerd warden door een unitaire matrix: 
en wegens det Ad= 1 heeft Ad de vorm 
a 
Ad= ( l/a); a reE!el. 
Daar + A met dezelfde g(A) corresponderen kunnen we a> 0 onder-
stellen, l12 reE!le J. . Invullen in (2.4) en a = e zetten, met 
G: + x3 
X -
~;2) a(//2 
-~/2)( XO + x3 X - ::2)( ,~. 
0 -ll12) 1 1 + ix2 X - x3 e x1 + ix2 X -0 0 
en uitwerken levert 
x2 = x2 
x3 = x0 sh .,_ + x3 ch f . 
Dit isJzoals we weten,een zuivere Lorentz-transformatie langs de x3-as. 
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De oorspronkelijke hermitische matrix A 
correspondeert wegens de homomorphie met 
-1 g(A) = g(U ) g(Ad) g(U) 
-1 -1 
waarin zoals we zojuist gezien hebben, g(U) en g(U ) = g (U) rotaties 
zijn. Maar een transformatie van de vorm RT R-1 , waarin Reen rotatie 
en Teen zuivere Lorentz-transformatie is, is wrer een zuivere Lorentz-
transformatie (nl. in een richting die t.o.v. d¢ richting van T volgens 
R gedraaid is). Immers, als Teen vector x overvoert in y, dan voert 
RT R-l een vector Rx over in Ry. Dus RT R-1 1 is hetzelfde ding als 
T, alleen t.o.v. een ander assenstelsel in de.drie-dimensionale ruim-
te. Is T dus een Lorentz-transformatie naar een bewegend drie-qimen-
sionaal assenstelsel, zonder dat daarmee een draaiing van dat assen-
-1 
stelsel gepaard gaat, dan geldt dit voor RT R eveneens. 
Hiermee is aangetoond dat als A hermitisch is, g(A) een zuivere 
Lorentz-transformatie is. Om het omgekeerde te bewijzen bewandelen we 
de weg terug (een argument als bij su2 gaat hier niet daar de hermitische 
A geen ondergroep vormen !): iedere zuivere Lor~ntz-transformatie kan 
-1 geschreven warden als R T3R waarin T3 een zuivere Lorentz-transforma-
tie in de x3-richting is, etc. 
Het is interessant op te merken dat het theorema III.1 uit het 
voorgaande eenvoudig volgt door gebruik te maken van de zgn .. Polaire · 
ontbinding van een matrix A: iedere A e c 2 kan op eenduidige wijze 
geschreven warden als 
waarin Hen H1 positieve hermitische matrices zijn, U en u1 unitaire. 
typ.: ej 
' 
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III. 2.3. Infinitesimale operatoren van L! en c2 
Een infinitesimale Lorentz-transformatie heeft de vorm l) 
gik = 0ik - eik 
waarin lik het Kronecker-symbool is en de infinitesimale matrix eik 
blijkens de conditie (1.6) moet voldoen aan 
£. TI + I £. = 0. 
Dit leidt tot de relaties 
f kk = O, E :lk = - ~i ( i , k = 1 , 2, 3) , ~ Ok = S kO 
Dus de matrix t heeft de vorm 
0 E. 
~02 f 01 03 
~01 0 £12 
-t 
31 
~ -E E23 02 12 0 
f63· £31 -E 23 0 
Er zijn dus zes re<;j le, onafhankelijke parameters. 
• 
Als bijbehorende infinite simale operatoren vinden we 
,)0 
-1 0 0 0 0 
-1 0 0 0 0 0 
'K02 = 0 0 0 0 -1 0 
oc- 0 0 0 0 0 
0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0 
(2.7) 0 0 0 0 'K12 = 0 1 
-1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 ~ ( 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 ' K31 0 0 
0 0 1 0 0 -1 
1) Het min-teken heeft geen diepere betekenis.· 
-1 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
-1 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 1 
0 0 
0 0 
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De eerste drie corresponderen met zuivere Lorentz-transformaties in 
resp. de x1-, x 2- en x3- richting, de laatste drie met zuivere draai-
ingen om deze assen. 
De K's voldoen aan de volgende commutatie relaties (als we defi-
nieren ~l = -K1k) 
( 2 · 8 ) [~l' Kmn] = -Ikm Kln- 1 ln ~ + 1kn Klm + 1 1m ~n· 
Met de notatie 
(2.9) 
volgt 
(2.10) 
Jl = i K23' J = i K31' J = i K12 2 3 
Nl = -i KOl' N2 = -1 K02' N3 = -i K03 
uit (2. 8) 
[ J 1 , J 2] = i J 3 (cycl.) [ N1 ,N2 ] = -i 13 (cycl)) 
[J1 ,N2 ]= [N1 ,"J2] = i N3 (cycl.) 
alle andere zijn nul. 
Voor de infinitesimale operatoren worden zeer veel verschillende 
keuzen en notaties gebruikt. De hier gebruikte notatie lijkt wat over-
zichtelijker dan die in Gel' fand et.al. Voor het gemak geven we een 
vergelijkende tabel. 
Gel'fand et al. 
A12' A13' A23 
Bl 'B2 'B3 
Verder gebruikt Gel'fand ook de notatie 
Wij 
-K12' +K31' -K23 
-KOl' +K02' -K03 
Vervolgens beschouwen we de infinitesimale operatoren van de unimodu-
laire groep c2 . Iedere 2 x 2 matrix kan geschreven worden als lineaire 
combinatie van de vier onafhankelijke matrices 
1; 1 0) 0o = ,011 ' 
,, 
Dus 
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3 
A = ~ c!k trk 
k=O 
waarin ~k complexe getallen zijn. 
Een infinitesimale A heeft de vorm 
A - tr + 
- 0 
3 
L 
k=O 
C( ($"' 
k k 
waarin de~ infinitesimaal zijn. De conditie det A= 1 leidt tot 
2 2 ,., 2 _ 2 
(l+o!O) - o!l - ""2 o! 3 = 1. 
De enige eerste orde term is het dubbele product 2~ 0 , dus moet 
«0 = O zijn. Dus 
A= (J" + 0 
3 
L 
k=l 
In plaats van de drie complexe parameters c:i<.k voeren we zes re~•le ih:: 
3 3 . 
(2.11) A = a-0 - L. iaK . ½ lik + L ibk ½ 0-k (ak,bk re~el) k=l k=l 
De bijbehorende 
(2.12) en 
infinitesimale 
cs-1 
2' 
itr 
1 
2 
operatoren 
6!°2 (j3 
2'2 
zijn dan 
ur 
. 2 
. tr 
. ]. 3 
'--2-, -2-
Men overtuigt zich er makkelijk van dat ze dezelfde commutatie regels 
• 
volgen als de operatoren (2.9) met de toevoeging 
-~ 
~i ]. i 
(2.13) 2 ~ Ji , - 2-~ Ni ( i=l,2,3). 
Dit toont ons de isomorphie van L! en c2 in een omgeving van de een-
heid; dat we in feite met een twee-waardige homomorphie te doen heb-
ben kunnen we hieruit natuurlijk niet zien. 
, 
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III. 3. De representaties van de Lorentz-groep Lt 
+ 
HI. 3. 1. Oneindig·-dimensionale representaties 
Een voor de representatie theorie belangrijk verschil tussen de 
draaiingsgroep en de Lorentzgroep is dat de eerste compact is, de laat-
ste niet (zie blz. 88}, d.w.z. niet iedere continue functie over de 
groep is begrensd. 
Van een .compacte groep zijn alle irreducibele representaties ein-
dig dimensionaal en equivalent met unitaire representaties. Deze eigen-
schap berust op het bestaan van een onder de groepsoperaties invariante 
integraal voor elke continue functie cover een compacte groep. Voor de 
Lorentzgroep bestaat zo'n integraal niet, en beide genoemde eigenschap-
pen blijken hi.er niet vervulp te zijn: er zijn oneindig-dimensionale 
irreducibele representaties (waaronder uni.taire} en geen van de eindig-
dimensionale irreducibele representaties is equivalent met een unitaire. 
Aangezien oneindig-dimensionale representaties kunnen optreden 
zullen we een aantal begrippen opnieuw moeten definieren.. 
Definitie van represen.tatie 
Laat Reen ruimte zijn. waarin een norm gedefinieerd is. Laat aan 
elk element g van de groep Geen begrensde lineaire operator T in R g 
zijn toegevoegd, dan heet deze toevoeging een lineaire representatie 
van de groep Gin de ruimte R, als voldaan is aan: 
1) T = E (e is de eenheid in G, Ede eenheid.s operator in R) 
e 
3) de afbeelding is c.ontinu: voor iedere begrensde lineaire fun.ctionaal 
Fop Ren voor ieder vast element} van R, hangt F(Tg!) continu van g 
af. 
De z:epresentatie heet eindig als de ruimte R eindig is. 
De representatie heet uni.tair als Reen Hilbert r11imte is, terwijl het 
scalaire product q,'V() invariant is ond.er de operatoren Tg: 
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Een representatie heet irreducibel als 
1) R geen gesloten, onder alle operatoren T invariante onder-ruimten g 
heeft. 
2) elke begrensde operator A die met alle T commuteert een veelvoud g 
van de eenheids-operator is. 
Voor eindig dimensionale representaties zijn 1) en 2) equivalent (lem-
ma van Schur); in het oneindig dimensionale geval is dit niet altijd zo. 
. (1) (2) . (1) (2) . Twee representaties T en T in R resp. R heten equiva-
lent, als dez~ ruimten eengoveral ~ichte lineaire deelruimte L(l) resp. 
(2) b t d. . . t . d T(l) T( 2 ) t · · L-, eva ten ie invarian is on er resp. , erwiJl er een 
(1) g (2) g 
gesloten operator B bestaat die L en L een-eenduidig op elkaar 
afbeeldten waarvoor geldt 
T(l) B = B 'T'( 2) 
g -g . 
Deze definitie komt er op neer dater in R(l) en R(2 ) bases be-
staan waarop de operatoren T(l) en T( 2 ) voorgesteld worden door dezelf-
g g 
de matrix. 
III. 3.2. De relatie tussen de representaties va.n L! en van c2 
Uit de homomorphie (2.6) 
g(A)-i;. + A 
volgt dat iedere representatie van Lt een representatie van c2 is. 
Namelijk g (A)~ Tg (A) dan .:t_A--+ 'I'g (A) . Het omgekeerde geldt alleen voor 
die representaties van c2 waarvoor geldt TA= T_A voor alle A. Is dit 
niet het geval dan warden aan elke g(A) twee verschillende operatoren 
TA en T_A toegevoegd zoals we zullen zien. We noemen dit een twee-waar-
dige representatie. Merk op dat de getrouwe representaties van c2 tot 
zulke twee-waardige representaties van L4 leiden. We bewijzen nu: is de 
+ 
representatie van c2 irreducibel dan is TA=± T-A' en door de hele 
representatie geldt hetzelfde teken. Immers de matrix 
-E = (-~ -~) 
is een element van c2 dus TA= T_E T_A. 
=99-
Maar -E commu.teert met alle A, dus T_E commuteert met alle TA en daar 
de repl'.'esentatie irreducibel was i.s I'_E een veelvoud van de eenheid 
(Schur). Tenslotte is {'r~E) 2 = TE dus T_E =±.TE. Dus in een irredu-
cibele twee-waardige representatie van Lt zijn aa~ ieder element twee 
+ 
operator'en toegevoegd die steeds in teken verschillen. In het bizonder 
geldt dit voor deondergroep der rotaties, en dus is de representatie 
Lt, • ,, t- d. d l ht d 1 d . b van + een -resp. ,wee- waa,r• 1g, )I.an en s .ec · s an., a s e er in e-
vatte representatie va.n de draaigroep een -resp. twee- waardig is. 
Opmerkingen. 
1: Men kan zich afvragen of uit een twee-waardige representatie een 
een-waa:rdige verkregen kan wor·den door in de toevoeging g (A)~ +T 
-A 
steeds maar een van de twee operatoren te kiezen. Dit kan echter 
niet op continue wi..jze ! Om d.it te zien beperken we ons tot de 
draaigroep. Een nadere beschouwing van d.e homomorphie g (A),-,+ ±_A 
leert data.ls we beginnen met A=E toe te voegen aan g=e en we ver-
anderen g eontinu tot een d.ra.aiing over· 2 TC' om een zekere as (zodat 
we weer in g=e teru.g zi,jn) d.aa.rbij ook A continu ve:r.anderend, dat we 
dan terecht k0men in A=-E. Draa.ien we over 47C" dan eindigen we weer 
met A=E, enz. Hetzelfde zal zi.ch voordoen in :i.ed.ere continue repre-
sentatie. We ku.n.aen in pri.nci.pe ook meer-waardige replE'esenta.ties van 
discrete groepen beschouwen. Zu.lke representaties zijn echter altijd. 
te split sen i.n een=wa.acdi.ge wegens het o:o:tbreken van continuftei ts 
condities. 
2. Het optrede.n van twee=waardige representaties hangt sa.men met de 
topologie van de groepsruirrite. We zagen dat deze,. voor de draaigroep 
en voor d.e Lcrentz--groep same:nhangen.d is. Deze sarr.enhang bli.jkt ech-
ter niet enkelvoud.ig te zijn, maa.:i:· twee-voudig. D.w.z. we kunnen in 
de groepsruimte eer2 gesloten kronwl.e d.00rlopen die niet sa.men trekbaar 
is tot een punt. (Dat de Lorentz-groep twee-voudig samenhangend is, 
is uitsluitend een ge-volg van h.et Jeit dat de draaigroep er a.ls onder-
groep tn. heva.t is). De gr,oepenSl7(2) en c2 zijn. daarentegen enkelvou-
dig sarc.enha.ngen.d (op pag. 26 zagen we dat de groepsruimte van SU(2) 
de topologie heeft var. het l,ppervlak van een vier-dim.ensionale bol). 
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Men bewijst in de theorie van de topologische groepen, dat een enkel-
voudig samenhangende groep slechts een-waardige representaties heeft. 
Hierin ligt de betekenis van de groepen SU(2) en c2 voor de studie 
van de representaties van de draaigroep en de Lorentz-groep. De groe-
pen SU(2) resp. c2 heten overdekkingsgroep van de draaigroep resp. 
de Lorentz-groep. 
3. Het feit dat ook de twee-waardige representaties van Lt in de fysica 
+ 
een beiangrijke rol spelen hangt nauw samen met de interpretatie van 
het formalisme van de quant~echanica. De toestanden van het fysische 
systeem corresponderen hierin met de vectoren van een Hilbert-ruimte; 
de meetresultaten aan het systeem, met het kwadraat van scalaire pro-
dukten van ve,ctoren. Daarom is er:'fysisch geen verschil tussen een 
vector yr en -,yren het is dus geen bezwaar dat in een twee-waardige 
representatie een draaiing over 2'1t' een toestand. r in -lf' overvoert, 
daar dit tekenverschil in geen enkele meting tot uiting komt. 
t III. 3.3. De eindig-dimensionale irreducibele representaties van L. 
+ 
De homomorphie van L! met c2 reduceert het representatie probleem. 
tot het vinden van de irreducibele representaties van c2 . 
Weyl heeft bewezen dat alle eindig-dimensionale irreducibele rep~e-
sentaties van c2 gegeven worden door de. symmetris,.che spinoren, net als 
voor de groep SU~Xzie II. 4.4), met alleen dit verschil dat de complex 
geconjugeerde matrices A nu een representatie vormen die niet equivalent 
is met de oorspronkelijke representatie A. Er zijn dus twee niet-equi-
valente twee-dimensionale representaties van c2 . Bij SU(2) was er maar 
een. [Naast u--.u zijn ook U-,i,,,U en U-,i..U-lT representaties. Bij SU(2) 
zijn deze drie echter equivalent (de equivalentie van de laatste twee 
is een gevolg van de univariteit). Bij c2 is A-+-A-lT equivalent met 
A~A, maar niet met A~A. Dit alles is heel makkelijk te zien aan de 
infinitesimale elementen, rekening houdende met de relatie - ~! = 
- -1 J 
= - <S"k = r 2 erk ~ 2 . Aangezien we in het volgende de representaties 
willen vinden m.b.v. de infini.1esimale methode, zullen we het resultaat 
van Weyl alleen maar ko~t resumeren. 
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We onderscheiden twee sooriten twee-dimensionale spinoren, name-
liJk spinoren die volgens A transformeren en spinoren die volgens A 
transformeren. Zij (u1 ,u2 ) een basis in de ruimte der spinoren van de 
eerste soort, (u. ,u2 •. ) in die der spinoren van de tweede soort. Onder l , 
A=(j,~) a.d-~(=1 
transformeren deze bases zich dan als 
01 = Ill _ul + r u2 
02 = (S ul + J' u2 
resp. 
ai = °'" ui + f u2 
a~ = fl ui + J- u2 • 
Dit zijn representatie ruimten vobr de twee-dimensionale representaties 
A en A van c2 • 
Beschouw nu de ruimte met basis vectoren 
(3,1) 
j'+m' j'-m' 
u1 u~ 
\l(j+m)!(j-m)~(j'+m')!(j'-m')! 
3 
waarin j,j' = o,½,1,2, ... en 
m = j, j-1, •.. , -j; m' = j', j'-1, •.• , -j'. 
Dit is dan duidelijk een representatie ruimte voor c2 • Men kan 
bewijzen dat al deze representaties irreducibel zijn en dat alle irredu-
cibele representaties op deze manier verkregen worden. De dimensie is 
(2j + 1)(2j' + 1). De representatie wordt gekarak1Briseerd door twee 
heel- of halftallige getallen (j,j'). De representatie A zelf is <½,o); 
de complex toegevoegde representatie is (O,½). De representatie Lt is 
+ 
<½,½>. 
Infinitesimale methode 
Dit resultaat willen we terug vinden met de infinitesimale methode. 
We beginnen met een aantal opmerkingen. In het volgende beschouwen we 
uitsluitend groepen van (eindige of oneindige) matrices. De infinite-
simale operatoren zijn dus ook matrices, die aan zekere commutati-e-·" 
regels voldoen. Men bewijst in de theorie van de Lie-groepen, dat de 
infinitesimale operatoren de groep geheel bepalen. 
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Stel we hebben een representatie van de groep, dan levert dit natuur-
lijk ook een representatie van de infinitesimale operatoren, en de 
betreffende matrices zullen aan dezelfde commutatie relaties voldoen 
als de oorspronkelijke infinitesimale operatoren. (Dit volgt uit de 
correspondentie tussen de vermenigvuldiging in beide groepen). Bij 
een reducibele representatie zal ook de representatie van de infini-
tesimale operatoren reducibel zijn en omgekeerd, Is hiermee het pro-
bleem van de irreducibele representaties van de groep gereduceerd tot 
het vinden van alle irreducibele representaties van de infinitesimale 
operatoren? (Representatie betekent in dit verband dat de represente-
rende matrices aan dezelfde commutatie relaties voldoen als de oorspron-
kelijke). M,a.w. correspondeert ook elke representatie van de infinite-
simale operatoren met een representatie van de groep? In ons geval is 
het antwoord tamelijk eenvoudig: elke irreducibele representatie van de 
infinitesimale operatoren leidt tot een irreducibele representatie van 
de overdekkingsgroep c2 , (en dus tot een een- of twee-waardige irredu-
cibele representatie van L+). 
+ 
Representaties van de infinitesimale operatoren zijn in het alge-
meen homomorphismen. Men bewijst dat zulk een homomorphisme van de infi-
nitesimale operatoren aanleiding geeft tot een lokaal homomorphisme van 
de groepen zelf (loka&l = in een omgeving van de eenheid). Zulk een lo-
kaal homomorphisme is niet altijd uit te breiden tot een homomorphisme 
over de hele groep (hetzelfde geldt voor een lokaal isomorphisme). Is 
echter een van beide groepen enkelvoudig samenhangend dan geeft een lo-
kaal homomorphisme ook aanleiding tot homomorphie in het groot (Cheval-
ley; Theory of ~ie groups I,~ VI, theorem 2; en dit colloquium hoofd-
stuk IV). Aangezien de groep c2 enkelvoudig samenhangend is leidt iede-
re representatie van zijn infinitesimale operatoren dus tot een repre-
sentatie van de groep als geheel, en daarmee tot een (een- of twee-waar-
dige) representatie van Lt. 
+ 
We merken nog op dat in bet geval van de Lorentz-groep alle repre-
sentaties van de infinitesimale operatoren (uitgezonderd die welke 
correspondeert met de identieke representatie vaµ Lt) isomorphismen 
+ 
zijn. 
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Dit is te zien aan de explicite vorm (3,6), (3,7), maar is ook af te 
leiden uit de vorm van de verwisselingsrelaties (2~10). Dus alle 
representaties van Lt zijn lokaal isomorph. Volgens een stelling 
+ 
Pontrjagin; Topological groups Ch. VIII) is er onder alle lokaal iso-
morphe samenhangende groepen, een en slechts een (op isomorphie na) 
die enkelvoudig samenhangend is, en alle andere zijn homomorph beeld 
van deze. Deze groep heet universele overdekkingsgroep; in ons geval 
is dat de groep c2 • 
Constructie van de eindige irreducibele representaties met de infini-
tesimale methode 
In plaats van de operatoren (2.9) voeren we de volgende combina~ 
ties in 
(3.2) 
dan vinden we 
(3,3) 
(A1 ,A2 ] = iA3 (cycl), [B1 ,B2 ] = iB3 (cycl) 
[Aj,Bk] = 0 (alle j,k = 1,2,3). 
Nu is duidelijk dat elke irreducibele representatie van de infinite-
simale operat6ren Kkl' leidt tot een irreducibele representatie van 
de Ak~Bk en omgekeerd ! Het vinden van alle.eindig-dimensionale irre-
ducibele representaties van Ak,Bk is echter zeer eenvoudig daar ze 
1) ieder dezelfde commutatie regels hebben als de infinitesimale opera-
toren van de drie-dimensionale draaigroep (waarvoor het probleem in II 
3.6 is opgelost) 
2) onderling conmruteren. 
Stel nl. een dergelijke eindig-dimensionale irreducibele repre-
sentatie in een ruimte R gegeven. De matrices die hierin Ak, Bk re-
presenteren, duiden we eveneens aan met deze letters. Zij dan j de 
grootste eigenwaarde van de matrix A3 • (Uit II 3.6 volgt j = 0,½,1,~, 
... ). Deze eigenwaarde zal in het algemeen s-voudig ontaard zijn, zo-
d t . fh k 1 · "k . t (l) (s) A · R k a we s ona an e 1J eigenvec oren v ••• v . van 3 in unnen 
vinden. 
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Daar alle Bk met A3 commutere:n 9 zullen deze vectoren door de Bk in el-
kaar getra:nsform.eerd worden: ze spannen een represe:ntatie ruimte voor 
de Bk op. Maar deze representatie der Bk is noodzakelijk irreducibel 
daar A2 en A1 deze vectoren ook niet mengen, zodat reducibiliteit t.o.v. 
de Bk impliceert reducibiliteit t.o.v. alle Ak,Bk, in strijd met het 
onderstelde. Deze representatie wordt gekarakteriseerd door de hoogste 
eigenwaarde van B3 : j' = O,lp½p••· . We kunnen uit de eigenvectoren 
v(~) ••• v(~) door lineaire combinatie des= 2j' + 1 eigenvectoren van 
J J 
B3 vormen; deze duiden we aan met v jm, , (-j' ~ m' ~ j'). Tenslotte 
zullen de operatoren A1 en A2 , werkend op ieder der vectoren vjm'' 
daaruit bij vaste m', een rij van 2j + 1 onafhankelijke vectoren ople-
veren: 
(3.4) v ; (-j(m~j; -j'~ m'~ j'). 
mm' 
Hiermee is een volledig stel onafhankeli.jke vectoren in R verkregen. 
Dat het er niet minder kunnen zijn is uit de boven gegeven constructie 
duidelijk; dat het er niet meer zijn volgt uit de eis van irreducibili-
teit. Hiermee zijn alle eindige irreducibele representaties gevonden. 
Ze worden gekarakteriseerd door twee getallen (j,j'); j,j' = 0,½,1, ..• , 
de dimensie is {2j + 1) (2j' + 1). ls (j + j 1 ) halftallig dan is de 
representatie twee-waardig, anders een-waardig. In de volgende para-
graaf zullen de representaties {3.1) E:in (3.4) in een aantal eenvoudige 
gevallen met elkaar vergeleken worden. 
Opmerking. Uit het boven gevondene volgt niet dat de groep Lf isomorph 
-- + 
is met het directe product, o3 ~ o3 (03 = drie-dimensionale draaigroep). 
Een infinitesimale 
3 
g=l-:i. L 
k=l 
3 
= 1 - i 'E 
k=l 
Lorentz-tra.nsformatie is immers 
3 
fk Jk + i ~ f Ok Nk 
k=l 
De Aken Bk zijn weliswaar de infinitesimale operatoren van o3 , maar 
de parameters waarmee ze voorkomen zijn toegevoegd complex, terwijl 
ze in o3 met rel:;ele parameters venr..enigvuldigd worden. 
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III 3.4. Eindig-en oneindig dimensionale irreducibele representa-
ties van L,r. . 
Bij de constructie van de vorige paragraaf gingen we ui t van he.t 
eindig zijn van de irreducibele representatie. Om alle irreducibele 
representaties, eindige en oneindige, te vinden moeten we uitgaan van 
andere combinaties van de infinitesimale operatoren, nl. 
(3.5) 
H+=Jl+iJ2 
H_ :::;Jl-iJ2 
H =-J 3 3 
F =-(N +iN) 
+ 1 2 
F_=-(N1-iN2) 
F3=-N3 
Deze drietallen commuteren onderling niet. We vinden 
[ H H 1=-H 
+' 3-' + 
[ F ,FJ=H [F ,F3]=-H + + - -
[H+ ,F3]= [-F + ,HJ=-F + 
[ H_ ,FJ= [F_,H3]=F _ 
[H+,FJ= -(H_,Fj=2F3 
alle andere zijn nul. 
[ H+,H- J =2H3 . 
[F ,F ]=.-2H 
+ - 3 
De operatoren H zijn (evenals de operatoren J) de infinitesimale ope-
ratoren van de draaigroep die bevat is in L4. Iedere irreducibele re-
+ : 
presentatie van L+ bevat klaarblijkelijk een representatie van de 
+ . 
draaigroep, die echter niet irreducibel hoeft te zijn. Deze represen-
tatie van de draaigroep kan altijd ontbonden worden in een eindige of 
oneindige som van irreducibele representaties, gekarakteriseerd door 
het getal l=0,½,1, ... Men kan bewijzen dat als de representatie van 
Lt irreducibel is, geen enkele 1-waarde in deze rij meer dan een maal 
+ 1) 
voorkomt . We kunnen de bijbehorende (onder de draaigroep) invarian-
te onderruimten R dus nummeren met 1. In iedere R1 kiezen we een l 
kanonische basis' fim, d.w.z. een basis bestaande uit eigenvectoren 
van H3 . Al deze bases tezamen vormen een (kanonische) basis in de 
hele R. De operatoren H hebben hierin de bekende vorm (vgl. II(3.33)) 
l) Dit volgt in feite uit de nu volgende constructie. 
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hm=m,lm 
(3.6) l lm = 0,-< l_+_m_)_(_l ___ m_+_l_) r 1 'm-1 
~ Jm = · 1c1+m+l) (1-m) ~ l V( ll,m+l 
(m=l, 1-1, ... ,-1). 
Hoe werkeri nu de operatoren Fop deze basis vectoren? Uit de commu-
tatie regels van de F's met de H's kan men afleiden dat een F, wer-
kend op een·vector !im' deze transformeert in een lineaire combina-
tie van vectoren 11 'm.'. waarbij l' en m''hoogstens 1 verschillen van 
de oorspronkelijke. Het probleem is hetzelfde als dat op pag. 80. 
We geven hier direct het resultaat 
F3 ~1m"c,/i2-m2~l-l,m-A1ml1m-cl+lv{l+l)2-m211+1,m 
F + i 1m=C1v{1-m)(l-m-l) f l-l ,m+l-Al/c1-m)(l+m+l') l 1 ,m+l + 
(3.7) _____ +c1+1\/41+m+l)(l+m+2) ll+l,m+l 
F _ ~ 1m=-C1✓<1+m) (l+m-1) ~ 1-1,IIl"'."l -Al vh+m) (1-m+l) ~ l ,m-1 + 
-c1+1/ci-m+l)(l-m+2) ,l+l,m-l . 
De constanten A1 ,c1 kunnen tenslotte bepaald warden uit de commuta-
tie regels van de F onderling. Ook hier zullen we direct het antwoord 
geven: 
(3. 8) i C=-1 1 412-1 
Hierin is 1
0
=0,±½,±1, .... en 11 willekeurig complex. Het laagste 
gewicht van de irreducibele representaties van de draaigroep die in 
deze representatie voorkomen is f 1
0
J, en l=l1
0
J,j1
0
l+1, ..•. 
Het getal c 1 is niet geheel bepaald door de wortel, maar we kunnen de 
basis vectoren altijd met een fase-factor zo vermenigvuldigen dat 
largc1 j~-n;/2. De waarde 1=0 treedt alleen opals 10 =0; dan zijn A1 en 
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c1 onbepaald, maar de er bij horende wortel factor in {3.7) is dan 
nul. 
Dat we door deze constructie een (al of niet eindige) represen-
tatie van de operatoren H+,H3 en F+,F3 hebben gekregen is duidelijk, 
- -en deze representatie wordt blijkbaar geheel bepaald door twee getal-
len: 1
0 
en_ 11 . Deze representatie is echt~r ook irreducibel. Be-
schouw de onderruimte met het laagste gewicht Rl 1 1· Deze zal i.h.a. 
niet invariant zijn onder de operaties F; deze leve~en vectoren met 
gewicht \ 1
0
·1+1. Wegens (3.6) treedt dan de hele onderruimte Rl 1 l+l 
op. Ook deze zal i.h.a. niet invariant zijn onder de operatoreg F 
zodat ook de onderruimte R\
10
1+2 optreedt, etc. Dit proces eindigt 
dan en slechts dan als voor zekere 1 de co~ffici~nt Cl+l nul wordt: 
de basis-vectoren )l,m worden dan door de operatoren F+' F3 uitslui-
tend getransformeerd in basis-vectoren met gewicht ~ 1. De verkre-
gen representatie is dan eindig. In het andere geval gaat het proces 
steeds door en we krijgen een oneindige representatie. In beide ge-
vallen is de representatie irreducibel., Immers, een representatie 
moet altijd een heel aantal onderruimten R1 bevatten,(wegens (3,6)), 
eventueel oneindig veel; de bovenstaande constructie leert ons 
juist welke R1 in een bepaald geval noodzakelijk moeten optreden. Ook 
volgt er uit dat in een irreducibele representatie een bepaalde R1 
hoogstens eenmaal optreedt. 
Wanneer is de representatie nu eindig, d.w.z. wanneer is c1=0? 
Uit (3.8) zien we dat dit geval zich slechts voordoet als j11 J,J10 j 
en 11 heel- of halftallig is tegelijk met 1.0 • De hoogste voorkomen-
de waarde van 1 ~s dan I 11 j-1, en alle waarden !10 l, I lcfl, ... ,1111 -1 
'treden precies eenmaal op. In alle andere gevallen is de representatie 
6neindig en irreducibel. 
Merk op dat de formules (3,8) niet veranderen onder de substitu-
tie 
Beide paren leiden tot precies dezelfde representatie. 
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Enkele voorbeelden 
Alvorens verder te gaan bestuderen we eerst een aantal voorbeelden, 
om de formules beter te leren kennen. 
We hebben drie verschillende vormen voor de eindig dimensionale 
representaties van Lt gevonden, nl. (3,1), (3,2) en (3,4), {3.6).en (3.7). We 
+ 
willen deze voor de eenvoudigste gevallen vergelijken. Daartoe schrij-
ven we eerst de vorm van een infinitesimale Lorentz-transformatie.op. 
uitgedrukt in ~e verschillende stellen van infinitesimale operatoren, 
maar 
(3.9) 
(3.10) 
(3.11) 
met dezelfde parameters: 
= 1 - iL(f -iE )A - i"°(E. +i E )B k ok k L- k ok k 
= 1- i }(f -it )H -i}(f +if )H -iE H + 
. 1 2 + 1 2 - 3 3 
-i }(f 1-i~ 2)F -i}(~ 1+it 2)F -it 3F3 . 0 0 + 0 0 - 0 
De corresponderende infini tesimale unimodulaire transformat'ie is vol--
gens (2.11) en (2.13): 
3 3 
(3.12) A = 1 -i ~ e.k }6"k + i Le k 
1 1 o 
Beschouw eerst de representatie (3,1) voor j=½, j'=O; noatatie: 
(},O). De basis (3,1) is dan twee-dimensionaal en bevat de vectoren 
u1 en u2 . De representatie (½,O) is dus c2 zelf; infinitesimaal heb~ 
ben de matrices de vorm (3,12), de corresponderende representatie 
van de infinitesimale operatoren is dus 
(3.13) 
Hiermee correspondeert de representatie (3 ,.4) eveneens voor 
j=½, j'=O. Dan is imm.ers Ak~½~k; Bk=O, wat via (3,2) opnieuw tot 
(3.13) leidt. 
De representatie (3,1) voor j=O, j'=½ heeft'als basisvectoren 
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u· en u· 1 2 het is de complex geconjugeerde representatie A. Infinite-
simaal: 
dus 
(3.14) 
Hiermee correspondeert (3.4) eveneens voor j=0, j'=½. Dan is 
A =0, B =½~; dus infinitesimaal volgens (3~10): 
k k k . 
of 
(3.15) 
i(J"k 
g--,.. 1 - iZE.k • ½trk - ii:'E.ok ~ ' 
Dit is weliswaar niet identiek met (3,14) maar is er wel equivalent 
mee, wegens de reeds eerder opgemerkte equivalentie 
(3.16) (k=l,2,3). 
Om de corresponderende waarden van 1
0
,11 te vinden in (3.6), 
(3,7), (3 98), merken we op dat de draaigroep correspondeert met de 
unitaire unimodulaire transform.aties; de representatie van H+,H3 
correspondeert dus met de enkele 1-waarde ½. Dan moet 11 j=½-zijn en 
3 0 
\11 \= 2 ; het laatste opdat de representatie slechts de enkele waar-
de l=½ bevat. Beschouw eerst 1
0
=½, 11-; ; notatie: (½,i>· We kiezen 
het teken van 1
0 
voor het gemak positief; het teken 11 is dan echter 
niet meer willekeurig (vgl. pag. 107). De representatie van H+, H3 
correspondeert blijkbaar met Jk~ ½~k. De representatie ruimte is 
twee-dimensionaal en bevat de basisvectoren 1½:½ en!½,-½· Uit (3,8) 
volgt: 
A½= i c½ = C3 = o. 
2 
Dit in (3. 7) geeft: 
F3' ½,½ = ½11,½ F 3 ~ ½' -½ = ½ , ½' -½ 
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Hieruit volgt voor de transform.atie van de vectoren in de basis 
<f ½ 
1 
½; f ½ 
1 
-½) onm.iddellijk: 
i.6""3 
F =- -3 2 F = -+ 
"tr° i k 
of wel, vol.gens (3.5), Nk-+ 2 
(3,13). 
Dit is weer de representatie 
3 De representatie 1
0
=½, 11=- 2 verschilt van de vorige alleen 
in het teken van A½ en daarmee van de F+' F3 . Dus nu Jk~ ½erk 
Nk~ -½i,rk' als in (3,15). 
Als laatste voorbeeld beschouwen we de representatie (3,1) 
voor j=j'=½: (½,½). De basis (3.1) is vier-dimensionaal en bevat 
de basisvectoren 
Een vector in deze ruimte geven we dan aan met 
(3.17) 
Deze vector transformeert als het directe product van A en A. De 
representatie is equivalent met de representatie van de Lorentz-
groep Lt door zichzelf. Om dit in te zien merken we op dat de 
+ 
transformatie wijze van de vectorem (3,17) onder A, geschreven 
kan worden als 
* A ' 
IE" -T (A =A). 
Men overtuige zich ervan dat de indices 1,2 met A transformeren, 
de indices 1,2 met A. Vergelijken we dit met (2.3), (2.4) dan 
zien we direct dat de combinaties 
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zich transformeren als de vier-vector 
(x0,xl,x2,x3), 
Dezelfde representatie vindt men terug in het formatisme (3,6),(3,7) 
als 10=0, 11=2: (0,2). Er zijn dan twee waarden van 1: 1=0,1. De 
kanonische basis bevat vier elementen: 
Onder de draaigroep alleen is [o,o invariant; de andere drie trans-
formeren onder elkaar. Blijkbaar correspondeert ~ dus met x0 , en l o,o 
ll,-l' l l,O' [l,l met de drie ruimte co~rdinaten x1 ,x2 ,x3 . De volgen-
de combinaties transformeren precies als de vier-vector (x0 ,x1 ,x2 ,x3): 
Dit is de enige vier-dimensionale irreducibele representatie. 
Geconjugeerde representaties 
t -1 T 1' Is g E. L dan is ook (g ) E L 
+ + -1 T -1 
Bewijs: l'bmen van de inverse van conditie (1.6) geeft g I(g ) =I 
-1 TT -1 T -1 T 
of (g ) · 'I(g ) =I dus (g ) is een element van de volle Lorentz-
groep. De determinant is gelijk aan die van gen het teken van ~D~ ver-
andert evenmin; hieruit volgt het gestelde. 
Is nu gegeven een representatie g~ T , (g;!-) ~ .... T(,..;~1)T dan is ook g . 'I..,, ., E, 
een representatie de afbeelding g-+T(g-l)T· Hiervan overtuigt men zich 
door de productregel te controleren. Deze representatie heet de gecon-
jugeerde van de vorige en het is duidelijk dat de geconjugeerde van 
de geconjugeerde representatie weer de oorspronkelijke is. De beide 
representaties zijn dus elkaars geconjugeerde. We zullen nu nagaan wat 
de relatie is tussen de infinitesimale operatoren van geconjugeerde 
representaties. Een infinitesimale Lorentz-~ransformatie is 
g = 1 
(g-l)T 
- iL E J + i's N k k L ok k 
= 1 . "C" t; JT ·"" e NT + i£. k k - i£.. ok k 
=112= 
Uit (2.7) en (2.9) volgt 
(3.18) 
dus 
Zij nu 
sentaties: 
een representatie .Jk~ {k; Nk~~ dan zijn de beide repre-
g➔T = g 
g~T(g-l)T = 1-iLf✓k -i~fok~ 
=1:=:i:£,GkJ k +i,LEok~ 
met: 
(3.19) 
Deze relatie geeft het verband. tussen deinfinitesimale operatoren in 
geconjugeerde representaties. Hieruit volgt dat ze dezelfde onderruim-. 
ten invariant laten en dus geli.jktijdig irreducibel zijn. 
Zij nu gegeven een ir1:educibele representatie (10 , 11) van g, wat 
~ N 
zijn dan de (10 y11) van de geconjugeerde representatie? Uit (3.19) 
volgt dat de representatie v.d. draaigroep dezelfde is, dus als we 10 
N ~ 
en 10 beide positief kiezen, moet 10=10 zijn. Uit (3.5) en (3,19) 
volgt 
,-./ 67 == _g;-
+ + 
£17 = - (j" 3 3 ' 
,._, ~ dus, volgens (3,7), A =-A, C =-C. Het teken van c1 is willekeurig, l 1 1 1 
zoals we opmerkten: elke keus leidt tot een equivalente representatie; 
tV 
het gaat dus om de eis A1==A1 of, volgens (3.8): 
✓ r..l 
·1 1 1 0 1 
i(l+l) 
IV ~ 
Maar 10:10 , dus 11=-11 . 
= -
il 1 0 1 
Hl+l) 
Dus de geconjugeerde representatie van (10 2,1~ 1) (of ook 
(-1o-2:,1)). We ziengeen irreducibele representatie is dan en slechts 
dan equivalent met zijn geconjugeerde als een van de getallen 10~ 
];_1 nul is. 
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Opmerking. -1 T Is g➔T een representatie, dan ook g-+(T ) zoals men g g 
gemakkelijk ziet. Deze representatie is i.h.a. echter verschillend 
van de geconjugeerde representatie, daar i.h.a. (T )T ~TT· Ook de 
- g g 
complex geconjugeerde T van een representatie is weer een represen-
tatie. In het geval vangde representatie 10=½, 11= i is 
In de representatie 10=0, 11=2 is 
Unitaire irreducibele representaties van Lt 
+ 
(Vgl. (3 I 14)) • 
Een representatie heet unitair als er in de representatie-ruimte 
Reen positief definietehermitische vorm bestaat die invariant is on-
der alle operatoren T. We zullen nagaan welke van de irreducibele g 
representaties van L+ unitair zijn. I,n dat: gev~l is voor elke twee vec-
+ 
toren 
(3 ,.20) 
uit R 
Infinitesimaal is 
Tg = 1 - i2_E..kif k + i'i:eoA 
waarin dk' < een representatie is van Jk,Nk. De eis (3,20) betekent 
voor de infinitesimale operatoren 
(3,21) 
d.w.z. ze moeten herm.itisch zijn. Uit (3,5) en (3,21) volgt 
(3 ,•22) 
(3,23) 
<f ,H31)=(H3! /Yf} 
<f,F3,Z)=(F3f;>-z) 
(~ ,H+1Z)=(H_i ,"1) 
<7 ,F +1l)=(F -1• 1l),. 
=114= 
Uit (3.22) en (3,.6) volgt dat de kanonische basis { 1imi orthogonaal 
is: 
tt ~ % ~ 0 slechts als l=l', m=m'. 
"'2 lm' l 1 'm'" r· 
We kiezen hem bovendien genorm.eerd. 
Hieruit, en uit (3.7) volgt dat de operatoren F+,F3 ieder essentieel 
slechts drie verschillende typen matrixelementen hebben die niet nul 
zijn. Onderzoekt men hiervoor de eis (3,23) dan blijkt deze te lei-
den tot de condities 
c1 ✓(1-m) 0.-m-1)= - <\ V(1~m) (l-m-1) 
voor alle in de representatie optredende wa.arden van 1 en 
m=l,1-1, •.. ,-1. 
Voor l~O leidt dit tot 
(l 'IO} 
Voor 1=0 zijn c1 en A1 onbepaald, maar de wortelvorm.en zijn nul, zo'-
dat aan de condities voldaan i.s. De condi.tie op A1 is volgens (3,8) 
slechts vervuld in de volge,nde twee gevallen. 
11 zui.ver-imaginair, 10 willekeuri~. 1) 
2) 10=0, 11 willekeurig. (r1
-2-_-1
-2-)-(-12-_-1
-2-,-
0 1 De eis aa.n c1 is slechts vervuld a.ls 
2 2 2 2 
als (1 -10H1 -11) ~ 0. 2 2 Daar 1 ~ 10 moet 1 -11 ~ 0 zijn. 
rei:!el is, dus 
In geval 1) is hieraan altijd voldaan. In geval 2) is 1 ~ 1 (het ge-
val dat alleen 1=0 optrefJd.t geeft de identieke representatie), dus 
m.oet 1~ ~ 1 zijn. Is 11 retlel dan moet ( 11 I~ 1 zijn; is 11 zuiver 
imagi.nai.r dan is er altijd aan voldaan, maar dan zijn we weer in 
het eerste geval. Aan Gs ~24,) is dus voldaan in de volgende twee ge-
vallen: 
-115-
1) 11 is zuiver - imaginair, 10 willekeurig 
2) 10=0, 11 is re~el en \11 1~ 1. 
In die gevallen slechts is de representatie (3.6) (3 1 7) van Lt-+ 
unitair. 
We zagen dat de representatie dan en slechts dan eindig is als 
I 11 j > I 10 ( en als 11 gelijk met 10 geheel- of halftallig is. De 
enige eindige unitaire irreducibele representatie is dus 10=0, 
11=1, dat is de identieke representatie. 
De reeks 1) van unitaire, irreducibele representaties heet de hoofd-
reeks, de reeks 2) de sumiementaire reeks. 
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IV 1o Definitie van een Lie-groe£ 
Definitie 1o Een varieteit is een samenhangende locaal euklidische 
Hausdorff=ruimteo 
Definitie 2o Zij M een varieteito Een karterinf!i in Mis een topolo-
gische afbeelding f van een open deelverzameling U van M op een open 
deelverzameling van een euklidische ruimte Rn0 
Definitie 3o Zij M een varieteit 9 en stel fen g karteringen in Mo 
Zij U het definitiegebied van f 11 V het definitiegebiP.d van g 9 
f = r!u n V 11 g = gjU fl V 11 en zij f(U n V) = WcRn0 De karteringen f en g 
heten analytisch verbonden indien hetzij UnV = ~,i hetzij UnV 'f ¢ ter-
wijl de afbeelding 
analytisch J.So 
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Definitie 4. Zij M een varieteit. Een analytische structuur op Mis 
een stelsel C./ van karteringen in M met de volgende eigenscha_ppen: 
.(1) ieder puntEM behoort tot het definitiegebied van een fGJ: 
(wordt door 1gekarteerd); 
(2) elk tweetal karteringen in :Jris·analytisch verbonden; 
(3) iedere kartering in M die met iedere fE J:, analytisch ver-
bonden is, behoort zelf tot:}:. 
Het paar (M,<)t) heet een·analytische varieteit. 
Opmerking 1. Zij M een varieteit. Een stelsel ~ van karteringen van g: 
dat voldoet aan voorwaarden (1) en (2) van definitie 4 kan altijd op 
een en slechts een wijze worden uitgebreid tot een analytische structuur 
op Mo 
Opmerking 2. Zij (M,<t) een analytische varieteit. Voor iedere fE~ 
heeft dan het beeldgebied van f dezelfde dimensie. Men noemt dit de 
dimensie van M. 
Definitie 5. Zij (M,rj.) een analytische varieteit. Een reeelwaardige 
functie ~. gedefinieerd op een deelverzameling U van. M, heet analytisch 
in pe U indien het volgende geldt: voor iedere f€ gt, gedefinieerd op 
een omgeving V van p, is 
f(V) -+ R 
een analytische functie. 
De verzameling van alle functies ~ , gedefinieerd op een open 
deelverzameling van Men analytisch in Pt wordt aangegeven met~• 
Opmerking 3. Men kan gemakkelijk nagaan dat ~ reeds analytisch is in 
p zodra er maar een kartering fcg:: bestaat als aangegeven. 
Definitie 6. Zij (M,t;') een analytische varieteit. Een reeelwaardige 
functie ~ 9 gedefinieerd op een open deelverzameling U van M, heet 
analytisch in M indien ~ analytisch is in iedere pEU. 
De verzameling van alle reeelwaardige functies ~ die analytisch 
zijn in M geven we aan met .fir. 
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Op overeenkomstige wijze definieert men het analytisch zijn van 
een afbeelding van een analytische varieteit (M1j~) in een analy-
tische varieteit (M2, ~) o 
Definitie 7o Een analytische groep is een paar (G$'j:) met de volgen-
de eigenschappeng 
(1) G is een topologische groep, 
(2) de ruimte van G is een varieteit1> en g;!, is een analytische 
structuur op G, 
(3) de afbeelding (xgy) + xy van G x G in G is analytischo 
Opmerking 4o Er volgt eenvoudig 9 dat in een analytische groep ook de 
afbeelding X ~ x=1 analytisch iso 
Definitie 80 Een Lie=groep is een locaalsamenhangende topologische 
groep met de eigenschap 9 dat op de samenhangende component G van de 0 
eenheid van Geen analytische structuur ibestaat zodanig dat (G
0
,t./) 
een analytische groep iso 
Opmerking 5a Als G locaal samenhangend is.i> dan is G
0 
een open onder-
groep van Go 
IV 2a Voorbeelden van Lie=groepen 
1a De vectorgroep Rn is een n=dimensionale Lie-groepa 
2a De n=dimensionale torusgroep Tn is een Lie-groepo 
3o De volle reele lineaire groep GL{ngR) is een n2-dimensionale 
Lie=groepo 
Zij A~GL(n 9R), zeg A=(a .. )o Als we o> 0 klein genoeg kiezen~ 1J 
dan is det B#O voor iedere B=(b .. ) met la .. -b. ,l<o voor i9j=1,2,ooo,no 
1J J.J J.J 
Bijgevolg is 
een kartering ll gedefinieerd voor alle A EGL( n 9R) ll met waarden die in 
n2 
R een open verzameling vormeno En de groepsvermenigvuldiging in 
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GL(n 9R) is de matrixvermenigvuldiging 9 wordt dus gedefinieerd door 
polynomen 9 en is a fortiori analytischo 
4o Evenzo is de complexe volle lineaire groep GL(n 9C) voor iedere n 
een Lie-groep 9 en wel ;an dimensie 2n
2
o 
5o · Iedere discrete groep is een 0-dimensionale Lie-groep (en iedere 
nuldimensionale Lie-groep is discreet)o 
Iedere ~ie-groep is locaal euklidischo Op het Internationaal 
Wiskundig Congres in 1900 stelde Do Hilbert de vraag (het vijfde pro-
bleem uit de beroemde lijst van 23 destijds onopgeloste problemen),of 
omgekeerd iedere locaal euklidische groep ook een Lie-groep is (en zo 
niet 9 of de methoden uit de theorie der Lie-groepen aangepast kunnen 
worden voor locaal euklidische groepen)o 
John Von Neumann gaf in 1933 een positieve oplossing voor het 
geval van compacte groepeno Het algemene geval werd 1 eveneens in po-
sitieve zin, in 1952 opgelost door Ao Gleason, Do Montgomery en 
L. Zippin (Ao Gleason: Groups without Small Subgroups Ann.Math. 
56(1952), 193-212; D, Montgomery and Lo Zippin: Small Subgroups of 
finite-dimensional groups Ann.Matho 56(1952) 9 193-212)0 
Bijgevolg kunnen we een heel eenvoudige karakterisering van Lie-
groepen geveng 
Stelling 1o Een topologische groep is dan en slechts dan een Lie-
groep1 indien hij locaal euclidisch is. 
Echter, juist de analytische structuur op een Lie-groep maakt 
het mogelijk zoveel prettiger met zo 9 n groep te werkeno Dit recht-
vaardigt mede-naast de historische ontwikkeiing - de definitie als in 
IV 1. 
Evenzo zonder bewijs vermelden we de volgende stellingen: 
Stelling 2. Iedere gesloten ondergroep van een Lie-groep is een Lie-
groep. 
Stelling 3. Als Geen Lie-groep is 9 en N een gesloten normaaldeler 
van G, dan is G/N een Lie-groepo 
,. 
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Uit stelling 2 concluderen we dat de rotatiegroep (voor iedere 
dimensie) en de Lorentzgroep ( elk der groepen Li L+i Lt en Lt o L -1- } 
+ -
Lie-groepen zijno 
Ook de unimodulaire groep SL(n 9C) 9 bestaande uit alle complexe 
n x n matrices met determinant 1., is voor iedere -n een Lie-groepo Ten-
slotte noemen we nog de unitaire groep·li(n) en de speciale unitaire 
groep SU(n) = SL(n 9C)n U(n) 9 die ook Lie-groepen zijn voor iedere 
dimensie no 
Definitie 1o Een Lie-groep heet een·lineaire Lie-groep als hij iso-
morph is met een ondergroep GL(n,C) voor zekere no 
IV 3o Infinitesimale transformaties 
De analytische structuur waarover we bij een Lie-groep kunnen 
beschikken stelt ons in staat om naar hartelust te differentiereno 
Hierdoor kunnen allerlei problemen gelineariseerd wordeno Alvorens 
die uit te voeren moeten we ons echter eerst wat nader bezinnen op 
de eigenschappen van analytische varieteiten in het algemeeno 
In het volgende is (M/f) een vaste analytische varieteito 
Definitie 1 o Een raakvector in pG M is een afbeelding L; J:1- -+ R p 
met de volgende eigenschappeng als <f,iwc.fr 9 en als a 9 6 willekeurige p 
reele getallen zijn 9 dan geldtg 
(1) L(a<f,+Sw) = aoL<f,+SoLW, 
(2) L(<t,w) = L</low(p) + <f,(p)oLWo 
we 
De raakvectoren in p vormen een lineaire ruimtei de raakruimte, die 
aanduiden met £ o p 
Als <f,€ fl en L € £ ., dan heet L( <f,) de afgeleide van <f, in de p p 
richting Lo 
Zij fe. ~ een kartering in een omgeving U van Po Voor ieder punt 
q6 U is f(q) een punt van Rn, we schrijven voor dit punt 
,_ 
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1 2 n Den functies xix ,oooix 9 gedefinieerd in U9 bepalen f volkomen. 
In plaats van over f spreken we ook over "de kartering (xi)". 
i( ) . . i Voor x p schr1Jven we x o 
0 
Stelling 1. Zij (xi) een kartering in p, 4> e J} 9 L € l . Dan is p p 
n a,1, • 
L(4>)= L ~- L(x1 ) • 
i=1 ax1 
(Hierbij moet men -!i als volgt interpreteren~ de funtie 4>(q) is 
ax1 
uit te drukken in de coordinaten x1 (q) ••• xn(q) (in de kartering 
i * 1 2 n (x )), zeg 4>(q)=4> {x (q)ix (q) 9 ••• ,x (q)); we stellen 
*j a 4> a 4> a 4> -;;r = axfl = ~ i i( ) 9 JP u =x p 
per definitie). 
Bewijs. 
a. Als c een constante is 9 en Ls cf_, dan is L(c)=Oo Want p 
L(c) = CoL(1)= CoL(1o1) = 
= c(L(1).1 + 1 L(1))= 2 L(c). 
b. Zij 4> e .h • In een omgeving van p geldt i p 
<t>=a0+a,<x
1
-x6,>+ ••• +ancxn-x~)+_ ! 1cxi-x~><xj-xg)gij 9 J.,J= 
met g .. fi JI. ; x1
0
° =xi ( p) ; 
1J p . 
a4> 
a.= - • 1 ax. J. 
Dang 
-122-
n i a 
Moaowo iedere raakvector is van de vorm L= l A i; omgekeerd 
i=1 ax 
wordt voor iedere keuze der Ai een raakvector gedefinieerd door 
n 
L = l 
i=1 
(komt overeen met differentiatie in de richting (Ai), ioeo langs 
een kromme 
Gevolg 1 o 
• . • . 2 
x
1
=x
1 (t)=x~+A 1t+O(t ))o 
. a 
Den raakvectoren ~ 
clx1 
vormen een basis voor [ • p 
Hun onafhankelijkheid volgt uit het feit dat 
a . ( ~) ( XJ ) = 0~ o 
clxl l 
Gevolg 2o Als (xi) en (yi) beide karteringen zijn in een omge-
ving van p 9 dan is 
Moaowo (analytische) coordinatentransformaties in M resulteren in 
lineaire coordinatentransformaties in J:, metals transformatie-p 
matrix de Jacobi aano 
Definitie 2o Een infinitesimale transformatie X op Mis een ver-
za.meling raakverctoren X 9 ~~n voor elke p E. M. p 
Zij X een infinitesimale transformatie op M, en zij $~~ Voor 
iedere p uit het definitiegebied van$ is X ($) gedefinieerd, en dit p 
is een reeel getalo Zo verkrijgen we een reeelwaardige functie X~, 
gedefinieerd op het definitiegebied van~. 
Definitie 3o Een infinitesimale transformatie X op M heet analytisch 
als X~ ei.JJ- voor iedere ~ e.JJ,,o De verza.meling van alle analytische in-
finitesimale transformaties op M geven we aan met[o 
Stelling 2a cL bestaat uit alle afbeeldingen Xg JJ ➔ JI, die voldoen 
aan de volgende drie voorwaardeng 
( 1) voor iedere p~ M en voor iedere <Pe: JI.-- is de functie X<P ge-p 
definieerd in p, 
(2) X(a<j>+Sl/J)=aX<P+SXl/J, voor </> 9 1/JeJJ- en a 9 S e Ra 
(3) X(<Pl/J) = X</>ai/!+<PoXl/J,; voor willekeurige </>,;1/J€J;/,,a 
Bewijsa 
Iedere-analytische infinitesimale transformatie X voldoet ken-
nelijk aan ( 1) ~ ( 2) 9 ( 3) a Stel nu Xg fl-+ JJ voldoet aan deze drie voor-
waardena Voor iedere p€ M is dan de toevoeging <P -+ (X<P)(p) 9 <P <= ik_ 9 ' p 
een raakvector X a Dus is X een infinitesimale transformatiea En X p 
is analytischj want X beeldt fir in zichzelf afo 
Stel nu X,YE fa De samengestelde transformatie XY 9 
(XY) (<P) = X(Y(<P))i 
voor willekeurige </>€ Jf 9 is zelf iohaao geen infinitesimale trans-
formatieo Weliswaar beeldt XY de verzameling fl in zichzelf af 9 en 
is aan de eerste twee voorwaarden van stelling 2 voldaan 9 maar de 
derde voorwaarde geeft moeilijkhedeng 
(XY)(<Pi/!) = X(Y<Po$ + </>aYi/!) = 
de termen Y<!>aXi/! en X<PoYl/J bederven heto Kennelijk geldt echter 
en dus is XY-YX wel weer een infinitesimale transformatie; 
Deze infinitesimale transformatie heet de commutator van X en Y, 
notatieg [X,Y]o We hebben bewezeng 
Stelling 3a Als X € £ en Y € £ 9 dan ook [x~YJ E £.o 
Men kan onmiddellijk verifieren dat verder geldtg 
Stelling 4o Als Xj)Y 9 Z E f j) dang 
(1) de toevoeging (X,Y) + Qcj)Y] is bilineair; 
( 2) [x, Y] + [Y 9X] =,. 0 ; 
(3) [xi[Yj)zJJ + [Y,(z1ixJ~ + [z11[X11Y]] = o 
(identiteit van Jacobi)o 
IV 4o Lie-algebravs 
Zij Keen lichaam (bijvo het lichaam R der reele getallen of 
het lichaam C der complexe getallen)o 
Definitie 1o Een n-dimensionale Lie-algebra over K is een n-dimen-
sionale lineaire ruimte Lover Kj) waarin een binaire operatie 
(A 9B) + [A,B] is gedefinieerd met de volgende eigenschappen: 
( 1 ) [aA1 + SA29B] = a[A1 ,B] + S[A2 ,B]; 
~;;aB1 + SB;) = a[A,B1] + S[A 9BJ; 
(2) [A 9B] + [B 11 A] = O• , 
(3) [Aj) [Bile]] + [Bj) [C1iA]] + [c;; [A11B]] = Oo 
Stelling IV 3o3 tezamen met stelling IV 3j4 leveren ons: 
Stelling 1o Zij (M~q;') een analytische varieteito De lineaire 
ruimte £ van alle infinitesimale transformaties op Mis een reele 
Lie-algebra toOoVo het commutatorproducto 
Andere voorbeelden van Lie-algebra 0 s: 
1 o Zij M(n 9R) de verzameling van alle reele n x n matriceso Defi-
nieer matrix optelling en vermenigvuldiging met een scalar als 
gewoonlijkj en zij 
Dan is M(n 9 R) een reele Lie-algebra van dimensie n2 o 
2 o Zij L de verzameling van alle complexe n x n matrices met spoor 
Oo Wanneer optellingj) scalaire vermenigvuldiging en commutator-
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product gedefinieerd worden als onder 1g dan wordt L tot een reele 
Lie-algebra van dimensie 2n2=2o 
Definitie 2o Zij Leen Lie=algebra over K51 en zij MCLo Dan heet M 
een deelalgebra van 1 indien geldtg 
(1) Mis een deelvectorruimte van L, 
(2) A9Bs M==>[A~B] e Mo 
M heet een ideaal indien zelfs 
(3) A€M 51 BE1:::::>IJ\,iB]"=Mo 
Definitie 3o Stel 1 1 en 12 zijn 1ie-algebra0 s over Ko Een afbeel-
ding h: L1 + 12 heet een homomorphisme indien geldt: 
(1)-"·n.___!~s~ ~~-~-Il __ ~ineai~~. !?,fbeeJ.,dJpg van de vectorruimte L1 in de 
vectorruimt~ -r:,; ;. 
(2) h[A,B]=[hAshB]il voor willekeurige AllBE11o 
Indien h bovendien 1~1 isil dan heet h een isomorphismeo Twee 1ie-
algebra0s heten isomorph indien er een isomorphisme bestaat van de 
ene ~ de andereo 
Geheel als in de theorie der gewone ringen en algebra 0 s kan men 
aantonen dat 9 wanneer h: 1 1 + L2 een homomorphisme isi de~ 
h-\o) = {Ae11: h(A)=O} een ideaal is in 11 , en dat 1/kern(h) en 
h(L1) isomorph zijno De factoralgebra 1/M (M ideaal in 1) wordt als 
gebruikelijk gedefinieerd; evenzo directe producten etca 
Zij Leen n-dimensionale Lie=algebraii) en zij {X 1,x2 ,aoo 9Xfl} een 
basis voor de vectorruimte Lo Dan zijn er scalairen Co~ 
1J 
(i,j,k=1,2,ooa,n) zodanig dat 
[Xo ,X.]= 
1 J 
n 
I 
k=1 
k 
c •• 
1J 
Deze. n3 scalairen heten de structuurconstanten van Lo Zij voldoen 
aan de relaties: 
( 1) k k = 0 Co. + C •. ; 1J J1 
n 
(2) I r s r r s + I .r s o, C, oC k + Coke O ckicrj = 1J r J ri ' r=1 r r 
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Omgekeerd! als Leen n-dimensionale vectorruimte is, 
{x1,X29 ooo 9Xn} een basis in L, en als we definieren 9 voor wille-
n . n . 
keurige A= l a1 x. 9 B= l 81 X. in Lg 
. 1 1 . 1 1 1= 1= 
n n ( I I 
i=1 j=1 
k 
waar de c .. scalairen zijn die voldoen aan (1) en (2), dan wordt L 
1J 
tot een Lie-algebrao 
Een Lie-algebra waarvan de elementen matrices zijn (alle van 
dezelfde graad), die op de normale wijze opgeteld en met een scalair 
vermenigvuldigd worden 9 terwijl het comrnutatorproduct gedefinieerd 
wordt door: [A 9 B] = AB-BA, heet een lineaire Lie-algebrao 
Anders gezegd: Lis een reele (complexe) lineaire Lie-algebra 
indien Leen deelalgebra is van M(n,R) (M(n 9 C)), voor zekere n. 
Een hoogst belangrijke en diepe stelling 9 afkomstig van IoD.ADO 
(Uber die Darstellung von So Lieschen Gruppen durch lineare Substi-
tutionen9 CoRo AcadoScio UoRoSoSo 1(1935), 7-8; en: Predstavlenie 
algebra Lie matritsami, Uspechi Mato Nauk (NoSo) _g_, 6(22) 9 159-173)(1947) 
spreekt uit dat in zekere zin iedere eindig-dimensionale Lie-algebra 
lineair is: 
Stelling van ADO: Iedere eindig-dimensionale Lie-algebra is isomorph 
met een lineaire Lie-algebrao 
IV 50 De Lie-algebra van een Lie-groep 
Zij Geen Lie-groep; zij GO de samenhangende component van het 
eenheidselement e van G, en zij .cj. een analytische structuur op GO 
die (G09 g;>) tot een analytische groep maakto 
Daar (G09g;) een analytische varieteit is, is de ruimte ~ van 
al zijn infinitesimale transformaties een Lie-algebrao 
Deze Lie-algebra is ons echter te groot, veel belangrijker is de 
deel algebra bestaande uit alle infinitesimale translatieso 
Notatie-afspraako Als qi e. J} en a€' GO~ dan, zij cpa de functie 
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<l>a(p) = <t>(ap), 
;.. 
' 
als U het definitiegebied is van <1> 1 dan is 
van <l>ao Als <I> e--%, dan <l>aeJl.i-1p ; iohobog 
-1 . . . . 
a U het def1n1tiegebied 
als <I> e ~ , dan <l>P e ~ o p e 
Definitie 1o ZiJ0 L 6 ~ o De infinitesimale transformatie x-(X) dve - ppeG 
op G gedefinieerd door 
0 
0 
voor willekeurige pc; G
0 
en <l>E ~ 51 heet de infinitesimale rechtstrans-
latie behorend bij Lo 
De verzameling van alle infinitesimale rechtstranslaties 9 verkre-
gen door alle LE£, te beschouwen, geven we aan met A(G)o 
e 
Stelling 1o Iedere infinitesimale rechtstranslatie is analytisch 9 en 
A(G) is een deelalgebra van de Lie-algebra o 
Definitie 2o De Lie-algebra A(G) heet de Lie-algebra van Go (In 
oudere literatuurg de infinitesimaalring van G)o 
Daar iedere infinitesimale rechtstranslatie X ondubbelzinnig 
bepaald is door X e: /:, 9 terwijl omgekeerd iedere L £ C:., een infini-e e e 
tesimale rechtstranslatie bepaalt 9 is de vectorruimte A(G) isomorph 
met de vectorruimte /2; men identificeert hem dikwijls met £_ o 
e e 
Er volgtg 
Stelling 2o A(G) heeft dezelfde dimensie als Go 
a 
a 
Gin 
Als (xi) een kartering uit cjis 9 vormen den raakvectoren 
(i=1,2,oooin) een basis voor f. o Indien we J2 met A(G) iden-
e e 
a a 
9 2 jOOOj n de 
ax ax 
de kartering (xi)o 
~ een basis voor A(G)o Men noemt 
axn 
infinitesimale transformaties van de groep 
NoBo De Lie-algebra A(G) van G is invariant met G verbonden, 
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onafhankelijk van de karteringo Dit geldt niet voor de infinitesi-
. a a 
male transformaties 1 9 000 9 n ax ax 
De structuurconstanten van A(G) noemt men ook de structuurcon-
stanten van G; ook zij hangen af van de gekozen kartering (ze trans-
formeren als een tensor)o 
Er is een belangrijke alternatieve methode om de Lie-algebra 
van een Lie-groep G te definieren 9 nolo via de ffnledige ondergroepen 
van G; zie IVo1Oo 
IVo 60 De Lie-algebra van de volle lineaire groep 
Zij G = GL(n 9C) 9 de complexe volle lineaire groepo Wat is A(G)? 
Beschouw de volgende kartering van een omgeving U van de eenheid e 
in Gg een willekeurige matrix uit U wordt geschreven in de vorm 
+x11 x12 X13 0 0 0 0 0 0 x1n 
x21 1+x22 x23 0 0 0 0 0 0 x2n 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 0 
0 
0 0 
0 0 0 
X 
n1 xn2 xn3 
0 1+x 
(dan heeft e de coordinaten (OsO,000 9 O))0 
Zij XE' A( G) o Dan 1.s X van de vorm 
e 
n 
L 
i,j=1 
a .• 
l.J 
a 
ax:: 
l.J 
nn 
de a .. =a .. (X) vormen een complexe n x n matrixg l.J l.J 
A=A(X)=(a .. (X)) E M(n,C) o 
l.J 
De toevoeging x._A(X) is lineairo Hij is ook 1-1g als A(X)=O, dan is 
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X =0 9 dus X=Oo Dus is X ~ A(X) een lineaire isomorphisme van A(G) e 
op een lineaire deelruimte van M(njC)o Daar A(G) en M(n,C) dezelfde 
dimensie hebben, volgt dat A(G) wordt afgebeeld .2E. M(n,C)o 
Hierbij wordt [x,Y] = XY-YX afgebeeld op A(X) oA(Y)-A(Y)A(X) o 
Gevolgg als we in M(n,c) het commutatorproduct "normaal" definieren: 
[A,B] = AB-BA, 
(waardoor M(n,C) tot een Lie-algebra wordt), dan blijkt de Lie-al-
gebra M(n,C) isomorph met de Lie-algebra van GL(n,C)o 
Gewoonlijk identificeert men M(n,C) met de Lie-algebra van 
GL(n,C)o 
Op overeenkomstige wijze stelt men vast: 
In een volgende paragraaf zullen we nagaan wat voor Lie-algebra's 
de draaiingsgroepen O(n), de unitaire groepen U(n), de Lorentz~ 
groep etco bezitteno 
IVo7o Locaal isomorphe groepen 
De Lie-algebra A(G) van een Lie-groep G is aohoWo de raakruim-
te in het eenheidselement e van Go Iohobo is A(G) volkomen bepaald 
door een omgeving vane in Go 
Een consequentie is dat locaal isomorphe groepen dezelfde Lie-algebra 
hebbeno 
Definitie 1o Een locaal homomorphisme van een Lie-groep G op een 
Lie-groep His een continue afbeelding van een omgeving U van het een-
heidselement e van G op een omgeving V van het eenheidselement e' van 
H, zodanig dat 
h(e) = e' ; 
h(poq} = h(p)o h(q), 
h(r-1) = h(r)-1 9 
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-1 
voor alle p 9q,re:U waarvoor ook poq€U en r EUo 
• • =1 Is h 1-1, en is de omkering h : V ~ U een locaal homomorphisme 
van Hop Gt dan heet h een locaal isomorphismeo 
De groepen Gen H heten locaal isomorph als er een locaal iso-
morphisme van G op H bestaato 
Voorbeeldeno 
.lo De cirkelgroep (de additieve groep der reele getallen modulo 1; 
ofwel: de mu.ltiplicatieve groep der complexe getallen z met I z I =1) 
en de additieve groep van de reele getallen zijn locaal isomorph. 
n • n 2. Algemener: de torusgroep T en de vectorgroep R zijn locaal 
isomorpho 
3. De volle rotatiegroep 0(3) (determinant,::. 1) en de speciale rota-
tiegroep S0(3) (determinant+ 1) zijn locaal isomorph; beide zijn lo-
caal isomorph met de unitaire U(2) en met de speciale uniatire groep 
SU(2): zie IIo 3o4o (pago 18/19)0 
4. De volle Lorentzgroep L9 de orthogonale Lorentzgroep L+, de eigen-
t + lijke Lorentzgroep L , de naamloze Lorentzgroep L V L en de beperk-
t + + -
te Lorentzgroep L+ zijn alle locaal isomorpho Ieder is locaal isomorph 
met de complexe unimodulaire groep SL(2~C): zie IIIo 2.2. (pag. 89/90). 
We kondigen reeds aan: 
Stelling 1o Locaal isomorphe Lie-groepen hebben isomorphe Lie-alge-
bra9so 
Om deze uitspraak geheel zinvol te doen zijn moeten we nog defi-
nieren wat isomorphe Lie-algebra 0 s zijno 
Definitie 2. Een homomorphisme van een Lie-algebra Lop een Lie-al-
gebra Mis een lineaire afbeelding h van Lop M zodanig dat 
voor willekeurige X11 Y <! Lo 
Is h bovendien 1-1 9 en is h-
1 
ook een homomorphisme (van Mop L), 
dan heet h een isomorphisme van Lop Mo 
Twee Lie-algebra 0 s L~M heten isomorph als er een isomorphisme van L 
op M bestaata 
Definitie 3a Een homomorphisme h van een topologische groep G op een 
topologische groep H heet een overdekkingshomomorphisme als het een 
locaal isomorphisme iso 
Exacter~ er moet een omgeving U van de eenheid e in G bestaan zoda-
nig dat hlU een locaal isomorphisme isa 
Indien er een overdekkingshomomorphisme van G op H bestaat, dan 
heet Geen overdekkingsgroep van Ha 
Voorbeelden~ De vectorgroep Rn is een overdekkingsgroep van den-
dimensionale torus Tna De speciale unitaire groep SU(2) is een overdek-
kingsgroep van de draaiingsgroep S0(3)o De complexe unimodulaire 
groep SL(2 9 C) is een overdekkingsgroep van L:a 
Stelling 2a Als h een overdekkingshomomorphisme van G op H is 9 dan 
is de kern van h een discrete ondergroep van Ga Omgekeerd~ is N een 
discrete normaal-deler van G~ dan is de natuurlijke homomorphie 
G + G/N een overdekkingshomomorphismeo 
Als de kern van h eindig is 9 zeg uit k elementen bestaat 9 dan 
noemt men G wel een k-bladige overdekking van Ha 
Van groat belang is de volgende stelling 
Stelling 3a Iedere samenhangende Lie-groep G bezit een enkelvoudig 
samenhangende overdekkingsgroepa Deze is unieki in de zin dat twee 
enkelvoudig samenhangende overdekkingsgroepen van G altijd topologisch 
isomorph zijno 
Men noemt de enkelvoudig samenhangende overdekkingsgroep van G 
meestal de universele overdekkingsgroep van Ga Het volgende is nalo 
waar~ als Ude universele overdekkingsgroep is van G9 zeg met bij-
behorend overdekkingshomomorphisme h~ en als H een willekeurige over-
dekkingsgroep is van G~ zeg met overdekkingshomomorphisme h 1, dan 
• 
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"zit H tussen U en G in"g er is een overdekkingshomomorphisme h2 van 
U op H zodanig dat h1oh2 = ho 
u 
h 
G 
Uit het voorgaande volgt dat een Lie-groep Gen zijn universele 
overdekkingsgroep dezelfde Lie-algebra bezitteno 
Voorbeelden~ Daar Rn 9 SU(2} en SL(2,C) enkelvoudig samenhangend zijn, 
zijn zij de universele overdekkingsgroepen van respo r, S0(3) en L+o 
• En wel is SU(2) een tweebladige overdekking van S0(3) en SL(2,C) een 
tweebladige overdekking van L:o 
Stelling 4o Zij G enkelvoudig samenhangend~ en zij h een locaal ho-
momorphisme van Gin H, zeg his gedefinieerd op de omgeving U van 
het eenheidselement van Go Dan bestaat er een (globaal) homomorphisme 
h ~ G-+ H met h I U = ho 
Gevol~o Stel G0 en H0 zijn samenhangende topologische groepen; zij 
G resp H de universele overdekkingsgroep van G0 respo H0 , met bijbe-
horend overdekkingshomomorphisme g respo ho 
Als r0 een willekeurige locaal homomorphsime van G0 in H0 is, dan 
bestaat er een (globaal) homomorphisme f~ G ➔ H zodanig dat ho:t=f0og. 
G 
0 
f 
f 
0 
h 
0 
liet belang van stelling 4 9 tezamen met stelling 3, zal blijken 
bij de bespreking van representaties van Lie-groepeno 
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IVo8o Verbanden tussen Lie=groepen en hun Lie-algebra 9 s 
Zij Geen Lie=groep en zij H een analytische ondergroep van Go 
De Lie-algebra A:G) van G konden we identificeren met de raak-
ruimte £: in het eenheidselement e van Go 
e 
Als fe # (G) 9 zeg f gedefinieerd op UCG 9 dus schrijven we e . 
f voor rl Hn U ,. f e }t(H) o 
e 
Zij 
M= {X€ £ g Xf = 0 voor alle f€ Ji met f = O}o 
e e 
Dan is M een deelalgebra van de Lie-algebra A(G)o Men kan iedere 
XeM interpreteren als een raakvector e in H. 
Daarbij blijkt dat iedere raakvector aan e in H verkregen wordto 
Zodoende wordt M geidentificeerd met A(H)o 
Stelling 1o Zij Geen Lie-groepi H een analytische ondergroepo Dan 
is de Lie-algebra A(H) van H (isomorph met) een subalgebra van de 
Lie-algebra A(G) van Go 
De omkering van deze stelling ligt veel diepero 
Stelling 2. Zij Geen Lie-groep 9 en zij M een deelalgebra van A(G)o 
Dan heeft Geen analytische subgroep H zodanig dat A(H)=M. De onder-
groep His dan en slechts dan een normaaldeler van G® indien M een 
ideaal is in A(G)o 
We vermelden als toepassing van stelling 2 en de stelling van 
Ado (zie IVo4) het volgendeg 
Omkering van de derde stelling van Lieg Zij Leen willekeurige ein-
dig-dimensionale Lie-algebra. Er bestaat een Lie-groep G waarvoor 
A(G) isomorph is met Lo 
Bewijsg 
Volgens de stelling van Ado is L isomorph met een lineaire Lie-
algebra M; zeg Mis een deel=algebra van M(n). ·volgens IVo6 is M(n) 
(isomorph met) de Lie-algebra van GL(n). Volgens stelling 2 hierboven 
is er dus een analytische ondergroep G van GL(n) waarvoor A(G} iso-
morph is met M9 en dus met Lo 
Als G1 en G2 Lie-groepen zijng dan oak het topologische directe 
product G1x G2 (dat is nlo weer locaal-euclidisch)o Er geldt: 
Stelling 3o Als G1 en G2 Lie-groepen zijn 9 dan is A(G1 x G2 ) iso-
morph met A( G1) x A( G2) o 
We vermelden ookg 
Stelling 4o Zij Geen Lie-groep, H een analytische ondergroep; stel 
H is een normaaldeler in Go Dan is A(G/H) isomorph met A(G)/ A (H)o 
In de volgende paragraaf komt het verband tussen de representa-
ties van een Lie-groep Gen de representaties van zijn Lie-algebra 
nog aan de ordeo 
Voor verdere weerspiegelingen van de structuur van Gin de 
algebra A(G) raadplege men de literatuuro 
IVo 9o Representaties van Lie~groepen 
Stel ~ en ~ zijn twee analytische varieteiten, en stel cp 
.. is een analytische afbeelding van 'fl'4 in a,a;o Aan iedere x e ~ 
voegen we toe een i;tfbeelding dcpx van /:,,x( ~) in {:;cpx (~), als 
volgto Als LE ( ( 'ift!1), dan is (dcp )L die raakvector in tx aan xUOi· x -
m2 waarvoor 
((dcp )L)(g) = L{g o cp) 
X 
voor elke g€j},cpx(~)o Men ziet eenvoudig dat (dcpx)L inderdaad een 
raakvector iso 
Zij nu cp ioholo een analytische afbeelding van een Lie-groep G 
in een Lie-groep Ho Dan induceert acp : C ( G)-+ C O (H) op natuurlijke e e e 
wijze een afbeelding dcpg A(G)-+ A(H)i als X & A(G)~ dan zij (dcp)x de 
infinitesimale rechtstranslatie xv in H met 
X0 = (dcp )X 
e 0 e e 
De afbeelding dcp, die kennelijk een lineaire afbeelding is van A(G) 
in A(H), heet de infinitesimale afbeelding behorend bij to 
Stelling 10 Zij cpg G-+ H een analytisch homomorphisme van een Lie-
groep Gin een Lie-groep Ho Voor iedere X € A(G) en iedere peG 
geldtg 
((dcp )X) cpp = 
Bewijs 
(dcp )X o p p 
Zij h e: J/cpp (H) o We merken eerst op dat 
h cpp o cp = (ho 4> )Po 
Bijgevolg is 
((d~ )X )h = X (h ocp)=X (h ocp)P = X (hcpp ocp) = p p p e e 
= ((dcp )X )hfPp = ((dcp)X) h·o 
e e . p 
Gebruik makend van stelling 1 bewijst men dat ingeval t: G + H een 
analytisch homomorphisme is 9 ook 
Stelling 2o Zij t: G + H een analytisch homomorphisme van een Lie-
groep Gin een Lie-groep Ho Dan is dt een homomorphisme van A(G) in 
A(H) o 
Bewijs 
Voor willekeurige Xe A(G) en willekeurige he: J1-(H) geldt, indien 
X' = (dt )X: 
(X 1 h) o t = X(h o t)o 
Imm.ers, zij p€ G, dan is 
(X O h o t ){ p) = (X O h )( tp) = (( d t) X) tp h = 
= (dt )X h = X (hot)= (X(hot))(p)o p p p 
Stel nu X,Y€A(G); zij X0 = (dt)X en yo= (dt)Yo Als heJ/,(H), dan is 
en bijgevolg 
Hieruit volgt dat inderdaad [(dt) 9X9 {dt)Y] = (dt) [x,Y] o 
Ieder analytisch homomorphisme tussen Lie-groepen bepaalt zo 
een (infinitesimaal) homomorphisme tussen de bijbehorende Lie-alge-
bravso Iohobo hoort bij iedere (analytische) representatie van een 
Lie-groep Geen "infinitesimale representatie" van de Lie-algebra A(G)o 
Het omgekeerde is niet helemaal waaro ~ geldt: 
Stelling 3o Stel Gen H zijn Lie=groepeno Zij $ een homomorphisme 
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van A(G) in A(H) dan bestaat er een analytisch locaal homomorphisme 
~gG ➔ H zodanig dat ~=d~o 
Het bewijs van deze stelling laten we achterwegea 
Aangezien ieder locaal homomorphisme van een enkelvoudig samenhangen-
de groep Gin een groep H kan worden voortgezet tot een globaal homo-
morphisme (IVa 7~ stelling 4) 9 concluderen weg 
Stelling 4a · Stel Gen H zijn Lie-groepeni en zij G enkelvoudig sa-
menhangenda Als ~g A(G) ➔ A(H) een willekeurig homomorphisme is, dan 
is er een analytisch homomorphisme ~gG ➔ H met d~ = ~. 
Gevolgg Er is een 1=1 correspondentie tussen alle (infinitesimale) 
representaties van de Lie=algebra A(G) van een samenhangende Lie-
groep G9 en alle analytische representaties van de universele over-
dekkingsgroep van Ga Iohoba is er een 1-1 correspondentie tussen alle 
tweewaardige representaties van de Lorentz-groep 1! en al zijn infi-
nitesimale representatiesa 
Een belangrijke representatie van een Lie-groep G is de zoge-
naamde geadjungeerde representatiea 
Als pt4G 9 dan zij pp het inwendige automorphisme 
=1 
= p X p 
van G (x een willekeurig element van G)o De afbeelding p ➔ p is een p 
homomorphie van Gin de groep A(G) van alle analytische automorphis-
men van Go Elk analytisch automorphisme cr~A(G) bepaalt op zijn 
beurt een automorphisme do van A(G)a De afbeelding dcr is iohobo een 
lineaire transformatie van de eindig-dimensionale vectorruimte A(G) 
in zichzelf a 
Men controleert gemakkelijk dat de toevoeging p + dp een homo-p 
morphie is van Gin de (multiplicative) groep van alle automorphismen 
van (G)a MoaoWo ~ p 
(waar n = dim G) 9 de 
De bijbehorende 
➔ dp is een n=dimensionale representatie van G p 
zogo geadjungeerde representatie van Go 
infinitesimale representatie van A(G) wordt de 
geadjungeerde representatie van A(G) genoemd en wordt aangegeven 
met ado Men ziet eenvoudig dat 
(ad X)(Y) = [X;i~ 
IV. 100 Eenledige ondergroepeno Kanonieke coordinateno De exponen-
tiele afbeeldingo 
Zij G een Lie-groep;i en zij X ~ A(G) ;i X#Oo Daar [x,X]=O is de een-
dimensionale deelruimte A van A(G)· opgespannen door X een deelalge-
o 
bra van A(X)o Bijgevolg (IVo8o stelling 2) is er een 1-dimensionale 
ondergroep H van G met A als Lie-algebrao 
0 
We kunnen dit ook als volgt inzieno Zij R de enkelvoudig samen-
hangende Lie-groep van alle reele getallen (additief); dan is A(R)=R 
(vglo IVo6)o Nu is de afbeelding t ➔ tX een homomorphisme van A(R) in 
A(G); uit8IVo9o stelling 8 volgt dater een analytische homomorphism 
van R in G bestaato Ioeo er is een analytische afbeelding hgR ➔ G 
met 
voor aUe ·reele t 1,i~~Ro Dan is H={h(t) g t€ R} een 1-dimensionale onder-
groep van G, met A(H) =Ao Dikwijls noemt men de afbeelding h zelf 
0 
een "eenledige ondergroep"o 
Men verifieert onmiddellijk dat de toevoeging 
f + d~ f(h(t )}Jt=O 
(f€J}..(G)) een raakvector aan Hine definieerto Daar A(H) = 
d dt = consto Xeo 
A volgt 
0 
Door in(*) de parameter met een constante te vermenigvuldigen kan men 
bereiken dat het verband tussen A en h gelegd· wordt door 
0 
d n 
X =dt= l 
e i=1 
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a 
axi o 
Als fe ft (G), dan is nu 
e 
(Xf)(e) = X ( f) = df ( h ( t ) )_ I O 
e dt ] t=O 
Zij nu peen willekeurig punt uit het definitiegebied van fo Volgens 
definitie is . 
(Xf)(p) = X f = X fpo p e 
Zij (xi) een toegelaten kartering in een omgeving vane; gemakshalve 
1 2 n 
stellen we date =e =ooo=e =Oo Zij voorts ~ de product-functie in 
· ( i n deze karteringg ~= ~ )i=,• met 
i( 1 2 n 1 2 n) ( )i ~ X ,X iooo,X; Y ,Y ~ooojY - XoY o 
Ter afkorting schrijven we Ai voor ~~ijt=O, en $;(x) voor 
Dan is 
( xr )( p) = x rP = l;_ rP ( h ( t )) I = 
e dt ~t=O 
· = d~ f(poh{t) ~t=O 
Bijgevolg kunnen we schrijveng 
0 
Op deze wijze hebben we laten zien hoe een willekeurige infinitesi-
male rechtstranslatie X in verband staat met de bijbehorende raakvector 
X = 
e 
n 
I 
i=1 
Als we nu voor f een van de coordinaat-functies nemeng 
( 1 2 n) k f x 9x ,ooo 9 X = x, dan vinden weg 
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n 
1 
i=1 
Bij een systematische opbouw van de theorie werkt men juist in tegen-
gestelde richtingg men bewijst stelling IVo8o2 door eerst het speciale 
geval van een 1-dimensionale deelalgebra van A(G) te beschouwen, zeg 
voortgebracht door X, met 
X = 
e 
n 
I 
i=1 
0 
Men bewijst dan dat het stelsel differentiaalvergelijkingen (~), met 
randvoorwaarde 
k h (o) = o 
1 2 n 
voor iedere keuze van A ,A jOOo"A een oplossing heeft, en dat deze 
oplossing altijd voldoet aan (*)o 
Zij nogmaals h(t) een ~~nledige ondergroep van Gi met bijbeho-
rende analytische rechtstranslatie Xo Zij f e ft, (G),, en zij 
e 
Aangezien F een analytische functie is in ti) kunnen we ontwikkelen 
in een Taylor-reeksg 
Dit levertg 
2 
F(t )= F(o) + tFg (o) + _:L F"(o) + o o o 2 
f(h(t)) t
2 2 
= f(e) + t(Xf) + - 9 (X f) +ooo e 2o e 
tX 
= (e f) o 
e 
Daar een infinitesimale rechtstranslatie links-invariant is, volgt voor 
willekeurige pin het definitiegebied van fg 
rP(h(t)) - (etXfp)(e) = (etXr)P(e)= 
= (etxf)(p), 
dus 
-141-
tX f(xah(t)) = (e f)(x)a 
Als p€G, dan schrijven we. voor de (globale) rechtstranslatie p 
over pin G: 
T (x) = Xop • p 
Dan kunnen we het bovenstaande ook in de volgende vorm schrijven: 
en speciaal 
X 
e f = f o 'h(,) • 
Men schrijft nu dikwijls exp(X) (en ook wel ex) voor het element 
h(1) van G, de afbeelding X + exp(X} van A(G) in G heet de exponen-
tiele afbeelding (om de definitie te voltooien stellen we: 
exp(O) = e). 
Uit het voorgaande volgt onmiddellijk, 
exp (s+t)X = exp(sX). exp(tX) 
exp(-X) = (exp x)-1• 
Aangezien de Lie-algebra A(G) van een Lie-groep Geen eindig-
dimensionale vectorruimte is, kan op natuurlijke wijze een analytische 
structuur op A(G) worden ingevoerd: neem een basis (X1 ,x2 , ••• ,Xn) in 
A(G)
9 
schrijf een willekeurige XcA(G) in de vorm 
en kies X + (a1,a2 ,.a•,an) als (globale) kartering voor A(G). 
Het volgende blijkt nu te gelden: 
Stellip.g 1. De afbeelding X + exp Xis een analytische afbeelding van 
A(G) op G. Zelfs is er een open omgeving U van O in A(G) die door 
exp 1-1-duidig op een open omgeving V vane in G wordt afgebeeld op 
zodanige wijze dat de om.keerfunctie V ~ U ook analytisch iso 
Een gevolgtrekking uit deze stelling is dat een hele omgeving 
van het eenheidselement in G (n.lo V) wordt opgevuld door de eenle-
dige ondergroepen van Go Dit feit speelt een belangrijke rol bij 
het onderzoek van de structuur van Lie-groepeno 
Daar A(G) analytisch isomorph is met de euclidische ruimte Rn 
(n=dim G), kan men de analytisch om.keerbare analytische afbeelding 
explUgU ~ V interpreteren als een kartering van de omgeving V van eo 
Deze kartering heeft de zeer aangename bijzondere eigenschap dat ten 
opzichte ervan de eenledige ondergroepen van Ger uitzien als rechte 
lijneng binnen V zijn de eenledige ondergroepen h(t) van de vorm 
( 1 2 n) waar a ,a ,o•o,a de coordinaten van een zeker vast punt in V zijno 
Een kartering met deze eigenschap heet een kanoniek coordinatenstelsel 
van de eerste soorto Voor de draaiingsgroep S0(3) is een kanonieke 
coordinatenstelsel van de eerste soort expliciet opgesteld in IIo3o2: 
de parametrisering Ao 
Een kanoniek coordinatenstelsel van de tweede soort is een kar-
tering (x1 ) van een omgeving W vane in G met de volgende eigenschap: 
er zijn n eenledige ondergroepen h19h2 ,oao,hn van G zodanig dat voor 
willekeurige x £ W geldt g 
x = h1(x
1)o h2(x
2 )o ooo ohn(xn)o 
Dat een dergelijk coordinatenstelsel altijd bestaat kan men gemakke-
lijk afleiden uit stelling 1, men beschouwe daartoe de analytische 
afbeelding van A(G) in G, gedefinieerd door 
(waar (x1,x2 ,ooo 9 Xn) een basis is voor A(G)); het blijkt dat deze af-
beelding 1-1-duidig en analytisch om.keerbaar is op een voldoend kleine 
=143= 
omgeving van O in A(G)o Voor h, kan dan de eenledige ondergroep 1 . 
t ~ exp(tX.) genomen worden (i=1~2~ooo~n)o 
1 
Voor de draaiingsgroep S0(3) is een kanoniek coordinatenstelsel 
van de tweede soort opgesteld in IIo3o2oB (de parametervoorstelling 
t 
van Euler)o Voor de beperkte Lorentz groep L+ wordt een 11natuurlijk11 
kanoniek coordinatenstelsel van de tweede soort behandeld in IoMo 
GEL°FAND = RoAo MINLOS = ZoYao SHAPIRO~ Representations of the rotation 
and Lorentz g!oups and their applications 9 Part IIi Chapter Ii Section 2 9 
§1o De corresponderende basis voor A(G) is de basis behandeld is dit 
colloquium, IIIo 2o3o 
IVo 11a De Lie-algebra 0 s van een aantal lineaire Lie=groepen 
We zagen in IVo6 dat de Lie=algebra van de volle lineaire groep 
GL(n~C) geidentificeerd kan worden met de matrix-algebra M(n~C)o 
Zeals bekend kan men voor iedere A e: M(n~C) definieren 
A A2 A3 
e = I+A+ - + - + 2 3g 0 0 0 
als AB= BA, dan is 
A B A+B 
e oe = e 
en ioho bo geldt 
sA tA ( s+t)A 
e oe = e 0 
Blijkbaar is dust ➔ etA een ~~nledige ondergroep in GL(n 9 C)o 
Daar voorts 
is A de infinitesimale transformatie corresponderend met deze eenle-
dige ondergroepo De exponentiele afbeelding exp uit IVo10 valt dus 
samen met de afbeelding A~ eAo 
Iohobo is er een omgeving U van de nulmatrix in M(n 9 C) die door 
A ➔ eA topologisch wordt afgebeeld op een omgeving van I in GL(n,C) 
(men kan dit overigens vlot direct aantonen)o 
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Definitie 1o De ondergroep van GL(n,C), bestaande uit alle 
reele matrices 
unimodulaire matrices 
unitaire matrices 
orthogonale matrices 
voorts schrijven we 
SL(n,R) 
O(n)' 
SU(n) 
SO(n) 
geven we 
II 
" 
II II 
11 II 
voor 
II 
" 
II 
aan met 
" 
II 
II 11 
" 
Ii 
GL(n,R); 
SL(n,C); 
U(n) ; 
O(n,C) ; 
GL(n,R)n SL(n,C); 
GL(n,R) 0 O(n,C) ; 
U(n) ti SL(n,C) ; 
O(n) n SL(n,C) ,i 0 
Definitie 2o De deelalgebra van de Lie-algebra M(n,C), bestaande 
uit alle 
reele matrices geven we aan met M(n,R); 
matrices met sEoor 0 It II " " SM(n,C); 
scheef-hermitische matrices II II II II Msh(n) ; 
scheef-symmetrische matrices " II II " Mss(n,C)o 
Voorts schrijven we 
SM(n,R) voor SM(n ,C) n M(n,R); 
Mss(n,R) 
" Mss(n,C)n M(n,R); 
SMsh(n) II SM(n,C)l'l Msh(n) ; 
Msh(n,R) 
" M(n,R)n Msh(n,C); 
SM5 s(n) II SM(n,C)n Mss(n,R)o 
Het is bekend dat, voor willekeurige n x n-matrices A, 
spoor A 
= e o 
Zij nu U een omgeving van de nulmatrix in M(n,C) zodanig dat deaf-
beelding A~ eA U topologisch afbeeldt op een omgeving van de een-
heidsmatrix I in GL(n,C), en bovendien zodanig dat 
I spoor Al < 2ir voor alle Ae. U; 
A U _ __:i,,.. A U AT• Ua -A U e ·-,..._ e: , ..... • e: o 
Dan ziet men eenvoudig dat de exponentiele afbeelding de verzame-
lingen SM(nsC)OU 9 M5h(n)flU 0 SM5h(n)nU@ M(nsR)1'1U 11 SM(n 0R)nU 11 
M5 h(nl)R)n U9 SM5 h(n 9R)n U,M85 (n)n U respectievelijk topologisch 
(zelfs analytisch, met analytische omkering) afbeeldt op omgevingen 
van I in de groepen SL(nl)C) 9 U(n) 9 SU(n)l) GL(n 9R), SL(n 9R) 11 O(n), 
SO(n) 9 O(n 9 C) o 
Hieruit concludeert men tot de volgende correspondentie tussen 
klassieke lineaire groepen en Lie-algebra 8 s (volledigheidshalve geven 
we ook de ditnensies aan) g 
Lineaire groe:12 Lie=algebra dimensie 
GL(nsiC) M(n 9 C) 2n2 
GL(n,iR) M(n,,R} 2 n 
SL(n~C) SM(nsiC) 2 2n -2 
SL(n,,R) SM(n 9 R) 2 n -1 
U(n) Msh(n) 2 n 
SU(n) SM5h(n) 2 n -1 
O(n 9 C) M55{n,,C) n(n-1) 
O(n) M5 s(n,R) ~n(n-1) 
SO(n) SMss(n) fo(n-1) 
Voor de Lie-algebra van L: verwijzen we naar IIIa2o3o 
Tot de klassieke groepen behoren ook de zogo sym:12lectische 
groepeno 
Definitie 3o De symplectische groe:12 Sp(n) is de groep van alle auto-
morphieen van de n-dimensionale lineaire ruimte over het lichaam der 
quaternionen die de volgende quadratische vorm invariant lateng 
(als q een quaternion is 9 q=a+bi+cj+dk,, dan is q=a-bi-cj-dk)a 
Ieder quaternion q=a+bi+cj+dk kan worden geschreven in de vorm 
q = a+bi+j(c+di) = q1+jq2 
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waar we q1 en q2 kunnen beschouwen als complexe getallen. Op deze 
wijze kan Qn in 1-1-correspondentie worden gebracht met c2n op zo-
danige wijze dat Sp(n) isomorph wordt ingebed in GL(2n,C), nl. als 
de ondergroep van GL(2n,C) bestaande uit alle unitaire matrices die 
de bilineaire vorm 
invariant laten. 
n 
l {x.y.+ - x.+ y.) i=1 1 in in i 
Derhalve is Sp(n), als gesloten ondergroep van GL(2n,C), een 
Lie-groep. 
De complexe symplectische groep Sp(n,C) is per definitie ce 
ondergroep van GL(2n,C) bestaande uit alle matrices die de quadra-
tische vorm 
n 
l (x.y.+ - x.+ y.) i=1 ii n in i 
invariant laten (zodoende is Sp(n) = Sp(n,C)n U(2n)). 
Er geldt: 
dim Sp(n,C) 
dim Sp(n) 
= 2(2n2+n), 
2 
= 2n +n. 
De Lie-algebra van Sp(n,C) is de deelalgebra van M(2n,C) bestaande 
uit alle matrices X waarvoor 
T JX + X J = O, 
met 
